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ПРЕДИСЛОВИЕ 


В настоящей книге изложены основные результаты асимптоти- 
ческой теории обыкновенных линейных дифференциальных урав- 
нений и систем, относящиеся к поведению решений с малыми па- 
раметрами при старших производных и к поведению решений при 
больших значениях аргумента. Литература по этим вопросам ве- 
лика и разрозненна, но методы доказательств довольно однотип- 
ны, так что этот материал хоропю укладывается в монографию 
справочного типа. Мы ограничились только однородными урав- 
нениями. Асимитотику решений неоднородного уравнения можно 
получить из асимитотики фундаментальной системы решений, при- 
меняя методы асимитотических оценок интегралов. 

С понятием асимптотического разложения, которое системати- 
чески используется в данной книге, читатель может ознакомиться 
по монографиям [4, 20]. Под «формальным асимптотическим реше- 
нием» (ФАР) понимается функция, удовлетворяющая уравнению 
с некоторой степенью точности. Хотя это понятие четко не опре- 
делено, смысл его всегда ясен из контекста. Отметим также, что 
термин «линия Стокса» (ЛС), употребляемый в данной книге, 
эквивалентен термину «антистоксова линия», принятому в физи- 
ческой литературе. 

В главе [ кратко изложены основные сведения из аналитиче- 
ской теории дифференциальных уравнений. В $2, п.4ив$3, п. 3 
приведены полученные в последние годы результаты об отгонке 
краевого условия из особой точки уравнения в неособую. 

В главе II рассматриваются уравнения второго порядка на 
конечном интервале и на полуоси. Приведены асимптотические 
формулы для решений уравнений с малым параметром при стар- 
шей производной в случае, когда уравнение пе имеет точек по- 
ворота. Приведены асимптотические формулы для решений при 
больших значениях независимой переменной, а также формулы, 
пригодные и при больших значениях параметра, и при больших 
значениях независимой переменной (двойные асимптотики). 
В $5 аналогичные результаты приведены для систем уравнений 
любого порядка, которые близки к диагопальным. В $8 приведе- 
ны примеры, которые показывают, что из существования фор- 
мальной асимнтотики не всегда следует существование решений, 
имеющих такую асимптотику. 


6 ПРЕДИСЛОВИЕ 


В главе Ш рассматриваются уравнения второго порядка, 
содержащие большой параметр, в комплексной области. Этот 
раздел асимптотической теории слабо освещен в существующих 
монографиях. Асимптотические формулы для решений приведе- 
ны в областях, не содержащих точек поворота и их малых окрест- 
ностей. Указаны максимальные области применимости асимпто- 
тических формул для решений и приведены асимптотические 
формулы для матриц перехода, позволяющие построить асимито- 
тику решений в большом. Рассмотрен ряд приложений: асимпто- 
тика собственных значений уравнений с апалитическими коэф- 
фициентами, в том числе несамосопряжениых или имеющих 
регулярные особые точки, асимптотика матрицы рассеяния в 
квазиклассическом приближении, асимитотика ширины лакун 
в сиектре оператора Штурма — Лиувилля с периодическим 
потенциалом. 

В главе 1У приведены асимптотические формулы для решений 
уравнений второго порядка в вещественной или комплексной 
окрестности точки поворота. Рассмотрены случаи слияния точек 
поворота или точек поворота и особых точек уравнения. 

В главе У приведены результаты того же типа, что и в главах 
II—IV, но для уравнений и систем порядка выше второго. В 
$6 сформулированы результаты, полученные с помощью кано- 
нического оператора Маслова. В $ 8 рассмотрена задача рассеяния 
для системы Штюккельберга. 

В настоящий справочник не вошли результаты, относящиеся 
к уравнепию Орра—Зоммерфельда, и метод осреднения для 
уравнений с быстро осциллирующими коэффициентами. Не- 
смотря на неполноту справочника, мы надеемся, что он окажется 
полезным математикам, механикам и физикам, использующим 
в своей работе асимптотические методы теории обыкновенных 
линейных дифференциальных уравнений. 

М. В. Федорюк 


ГЛАВА 1 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


В этой главе рассматриваются линейные уравнения и системы 
с голоморфными или мероморфными коэффициентами. Приведены 
основные факты аналитической теории дифференциальных урав- 
нений о локальной структуре решений. Более подробные сведе- 
ния читатель может найти в монографиях [1, 4, 6, 8, 9, 31]. 


$ 1. Аналитичносль решений систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений 


1. Теорема Коши. Сформулируем некоторые понятия из тео- 


рии аналитических функций. Пуеть 6 —.(51,..., Gm), 5; — коми- 
лексные переменные. Функция ф(б) называется голоморфной 
в точке €° =(j,..., Ch), если она разлагается в степенной ряд 


Ф0= У 96—06), 
Дэ] =0 


сходящийся в некоторой окрестности точки (9. Здесь приняты 
обозначения: @ = (%1,..., @и) — мультииндекс, a; > 0 — це- 
лые числа, | @ | = a+... + om, (5 — O)* = (6 — Ot x... 
...Х (bm — "т, так что ряд для функции Ф (0) имеет вид 


Хы... и. 


ол, Chey ‚ато 


Вектор-функция (или матричная функция) называется голоморф- 
ной в точке C°, если все ее компоненты (элементы) голоморфны 
в этой точке. Голоморфная в точке 52 функция будет голоморфной 
также в некоторой окрестности этой точки. 

Рассмотрим нелинейную систему обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений 


Ф (1, bn) 
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Введем вектор-функции шо (2) - (и; (2),..., Wn (вт, f= 
= (/,..., fy)? (все векторы-столбцы); тогда система примет вид 


ae f(z, w). (1) 


Поставим задачу Коши: 
w (20) == и, (2) 
0 — {4,0 о\т os ь . 
где и? = (им1,..., Wn) — заданный вектор. Справедлива клас- 
сическая 

Теорема Коши. Пусть вектор-функция f(z, и) голо- 
морфна в точке (2, и?). Тогда существует, и притом единствен- 
ное, решение задачи Kowu (1), (2), голоморфное в точке Zo. 

Эта теорема носит локальный характер: голоморфное решение 
существует, вообще говоря, лишь в малой окрестности И точ- 
ки 20. Продолжив аналитически это решение по всем путям с на- 
чалом в точке Zp, по которым это продолжение возможно, получим 
полную аналитическую вектор-функцию #2 (2). Эта функция может 
оказаться неоднозначной и иметь особые точки. Для линейных CH 
стем особенности # (2) рассмотрены в $ 2, 3 

Теорема Коши без всяких изменений переносится на уравнения 
высших порядков: 


wm) = f(z, w, w’,.. «J wh), (3) 

Поставим задачу Коши: 

W (20) = Wo, Ш" (20) = Wi, «WY (29) = Wr (4) 
Если функция / (2, So, Si... «, Сил) голоморфна в точке 

2=2, Cy = Wo,---+ Snr — Wr 

по совокупности переменных (2, Cp... +, Snt), то существует 
ag nds og в некоторой окрестности точки 25 решение w(z) зада- 
чи Коши (3), (4), и такое решение единственно. 


2. pan BS уравнения и системы. Рассмотрим систему из п 
линейных уравнений 


а (w 
тр лю И. (5) 
Здесь (2), f(z) — вектор-функции, ш == (Wy, .’. ., Wp), = 
= (fi... ., fy)? и А (2) есть (п Хх п)-матрица с элементами a5, (2). 
В нокомионентной записи система (5) имеет вид 
п 
= Уч +В), 151». (5) 
k=1 - 


Пусть матрица-функция А (2) и вектор-функция f (2) голоморф- 
ны в односвязной ограниченной области О. Тогда решение задачи 
Коши (5), (2) существует, единственно и голоморфно в области D, 
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Если же область D неодносвязна, то решение 10 (2) задачи Ко- 
ши (5), (2) является аналитической в области О вектор-функцией, 


которая, как правило, неоднозначна. 
Точно такими же свойствами обладают решения линейных 


уравнений n-ro порядка 
we) р gy (рше-ю |... b gy (z)w = 1 (2). (6) 


Если все коэффициенты 4, (2),..., Gy (2) и правая часть / (2) 
голоморфны в односвязиой области YD, то решение задачи Коши 
(6), (4) голоморфно в области №. Kean же область 9 неодносвяз- 
на, то всякое решение уравнения (6) будет аналитической в 06- 
ласти Р функцией. 

3. Особые точки линейных урэвнений. Рассмотрим линейную 
однородную систему 

de 
“Wa 


=A (2) № (7) 


с матрицей-функцией A (2), голоморфной в проколотой окрестно- 
сти точки 2 =a (т. е. приз == U а, где U — окрестность точки а). 
Если точка а является особой хотя бы для одного из элементов 
матрицы A(z), то а называется особой точкой матрицы A (2). 

Точка 2 — а называется особой точкой системы (7), если она 
является особой точкой матрицы А (2). 

Иначе определяется бесконечно удаленная особая точка 3 = со. 
Сделаем замену переменной 2 = 1/5; тогда система (7) примет вид 


(8) 


rae # (5) = ш(5"). Если точка § = 0 — особая для системы (8), 
то точка 2 = со называется особой для системы (7). 
Структура решений системы (7) в окрестности особой точки 


следующая. 
Если а 52 со — особая точка системы (7), то существует фун- 
даментальная матрица (ФМ) И’ (2) этой системы вида 


W (2) =Ф(2)(2— а. (9) 


Здесь Р — постоянная матрица, матрица-функция Ф (2) разла- 
гается в ряд Лорана 


Ф() = ХФ, (2—4, 
сходящийся в некотором кольце 0< |2—а |< р, Ф, — по- 


стоянные (п Х п)-матрицы. 
Если 2 = со — особая точка системы (7), то существует ФМ 


этой системы вида 


W (2) = Ф (2)2?. (40) 
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Здесь Р — постоянная матрица, матрица-функция Ф (2) разла- 
гается в ряд Лорана 


D(z) = УФ, ", 


сходящийся в некотором кольце |2 | > В. 

Аналогичные результаты справедливы для линейного однород- 
ного уравнения n-vo порядка. 

Если матрица Р (см. (9), (10)) не приводится к диагональпому 
виду, то IV (2) может содержать логарифмические члены. Пример: 
J — жорданов блок порядка АХ k: 


^ kA 
hh 2^ (In 2) 
д Pe = Hi 
о 
. A 
J= A ‘at 2 : F ; - 
‘i я: 0 | 2" Inz 
^ 


Формулы (9), (10) дают лишь общее представление о структуре 
ФМ вблизи особой точки, так как эффективное вычисление мат- 
pun P u © (2) по матрице системы А (2) в общем случае невозможно 
(см. $ 3). 

В аналитической теории дифференциальных уравнений иссле- 
дуется задача о структуре ФМ в окрестности полюса матрицы- 
функции А (2). Введена следующая классификация особых точек. 

Точка а называется регулярной особой точкой системы (7), 
если матрица-функция Ф (2) (см. (9), (10)) имеет в точке @ полюс 
(или голоморфна в этой точке). В противном случае особая точка а 
называется иррегулярной. 

Эта классификация — непрямая; определение не позволяет 
по матрице системы A (2) установить характер особой точки. Ана- 
логично классифицируются особые точки линейных однородных 
уравнений n-ro порядка с мероморфными коэффициентами. 

Одна из основных задач аналитической теории линейных диф- 
ференциальных уравнений — исследование структуры ФМ (илл 
фундаментальной системы решений (ФСР) в случае скалярного 
уравнения) по матрице системы (соответственно по коэффициен- 
там уравнения). Основные результаты, полученные в этом на- 
правлении, сформулированы в $8 2, 3. 


$ 2. Регулярные особые точки 


1. Скалярное уравнение. Рассмотрим однородное линейное 
уравнение п-го порядка 


по = и +q (шо... +4, (2) ш =0. (1) 
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Коэффициенты этого уравнения либо имеют полюс, либо голоморф- 
ны в точке а. 

1.1. Критерий регулярной особой точки. 
Для того чтобы точка а = с была регулярной особой для урав- 
нения (1), необходимо и достаточно, чтобы коэффициент 4, (2) 
имел полюс порядка невыше А в точке а, 1 < k <. п. Хотя бы одна 
из функций 0, (2) должна иметь полюс в точке @ — иначе эта точ- 
ка не будет особой. 

Если а — регулярная особая точка, то уравнение (1) имеет вид 


ho = w + (2 — а)-1р. (2) wD +... + (2 — a) "pa (2) ш = 0, 
(2) 


где р; (2) — голоморфные в точке а функции. 

Для того чтобы точка 2 = со была регулярной особой для 
уравнения (1), необходимо и достаточно, чтобы коэффициент gp (2) 
имел нуль кратности не больше А в точке z = со. В этом случае 
уравнение (1) имеет вид 


lw == w™ + #1р (2) WD +... + я тр, (2) ш = 0, (3) 


где p, (2) — голоморфные в точке 2 = со функции. 

1.2. Структура решений в окрестности 
регулярной особой точки. Рассмотрим пример. 
Уравнение Эйлера 


27их") + aye" wD) +... аш = 0, 


где а1,..., а, — постоянные, имеет две особые точки 0, оо, обе 
регулярные. Это уравнение интегрируется. Будем искать решение 
в виде w = 2°, Подставляя это решение в уравнение и сокращая 
на 2”, получаем определяющее уравнение 


f(p) =p (р — 1)... (p — m+ 1) + 
+ ар (р — 1)... (op —n+2)4-...+4a, =0. 


Если ро — корень кратности k этого уравнения, то функ- 
mun 260, 25 Inz,..., 22 (п 2)"-1 являются решениями уравнения 
Эйлера. Набор всех таких решений образует ФСР. 

Аналогично устроены решения уравнения (1) в окрестности 
регулярной особой точки. Уравнению (2) отвечает определяющее 
уравнение 


f(p) =e (p —1)..-(p —n +1) + 
+ Ра (а) р (р— 1)... бп +2) +...+Pr(@ =0. (4) 


Пусть рь..., Pn — корни этого уравнения. Фиксируем р,. Если 
все разности р, —р; 1 <] < п, при ] 52 А не являются неотри- 
цательными целыми числами, то уравнение (2) имеет решение вида 


w, (2) = (2 — a)?* Ф) (2), (5) 
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rae, (2) — голоморфная в точке z2=-a функция, причем 


x (a) 52 0. 
Если все разности р; — р, при ] =k, 1 <j, k < пне являют- 
ся целыми числами, то уравнение (2) имеет DCP {w, (z),. . ., № (2)}, 


состоящую из решений вида (5). 

Аналогично устроены решения уравнения (3) в окрестности 
регулярной особой точки 2 -- со. Определяющее уравнение имеет 
вид 


1 (р) = рр — 1)... Ю-В + 
- Ра (©) р (р — 1)... (ри -2) +... +p, (co) =0. (6) 


_ Пусть р,..., Px — корни этого уравнения, Фиксируем р». 
Если все разности р; — р», 1 Cj Cn, при j Ak не являются 
целыми числами, то уравнение (3) имеет решение вида 


wy, (2) = 2*Ф, (2), (7) 


где ф, (2) — голоморфная в точке 2 = со функция, Ф, (co) = 0. 
Если среди разностей р; — p;,, ] Ak, есть целые числа, то ре- 
шения уравнения (2) могут содержать In™ (2 — а), т > 0 — ne 
лое. Формулы для OCP известны и в этом случае [8, 91, но громозд- 
ки. Проще и удобнее привести алгоритм их получения. 
71.3. Метод Фробениуса. Шусть z = 0 — регуляр- 
ная особая точка уравнения (2) (а == 0). Будем искать формаль- 
ный ряд вида 


w(2z)=2° \а;2), ao=1, (8) 
io 
такой, что 
lw = [ (р) 2. (9) 
Имеем | 
lw = f (р) 2° + [а1} (р + 1) — gilt... 
«oe +laf(o +7) — 8 +... 
jo 
где &;= > вл (р) ee Mg jx (р) — полиномы. Из рекуррентной систе- 
= 


мы уравнений 
asf (р + j) = gi (10) 


мозкно последовательно найти коэффициенты аи, а.,... как функ- 
ции р. Все они будут рациональными функциями р. Фиксируем 
= р:. Возможны следующие варианты: 

1) ©: — корень определяющего уравнения, и ни одна из разно- 
стей р: — р.,..., 01 — р» не является целым положительным 
числом. Тогда ряд (8) при р = р, — решение уравнения (2), так 
как из системы (10) можно послеповательно найти ал, а... . 
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2) Пусть условия п. 1) выполнены и р, — корень кратности 
m~>1. Тогда функции 


aw (2, aly (2, 
1 (ep) Ged, Ae, р= ри, 


являются линейно независимыми решениями уравнения (2). Эти 
решения — полиномы от ln 2 степени 0, 1,..., т — 1. 

3) Пусть уравнение (4) имеет корень р» такой, что Py — pg = 
=k > 0 — целое число, и пусть 1 (р: +f) 520 при 1 <] <Ё 
и при j > А. Пусть т — кратность корня py. Решение уравнения 
(2) ищется в виде ряда (8), где а, = (р — р)". Имеем 


lw =} (р) (р — 62)" 27. 


Из системы (10) находим, что коэффициенты а1,..., @,-1 содер- 
KAT множитель (2 — 2)", а из уравнения 


Ар +k) a = 8% 


следует, что а, не имеет полюса в точке р = Po, так как / (р +h 
и 2, делятся на (р — р.)". Поэтому точка р = р» не является полю 
сом ни для одного из коэффициентов а,. 

Ряд (8) при р = р» — решение уравнения (2), пропорциональ- 
ное найденному в п. 1). Решение, отвечающее корню Py, имеет вид 
д"и/др" |. Если р» — кратный корень, то дальнейшие решения 
могут быть получены последующим дифференцированием, как 
иви. 2). 

Аналогично рассматривается случай, когда несколько разно- 
стей py — р, являются ‘целыми числами. DCP уравнения (2) co- 
стоит из решений вида 


w= 2 У ф, (2) 2)", 
К =0 


где р — корень определяющего уравнения, фФ, (2) — голоморф- 
ные в точке 5 = 0 функции. 

1.4. Уравнение второго порядка. Расемот- 
рим уравнение 

Zw" 4- sp (2)w' + 4 (2)ш = 0, (11) 

где p(z), 9(2) — голоморфные в круге |2|< В функции. 
Точка 2 = 0 — регулярная особая для уравнения (11). Построим 
ФСР уравнения (11) в круге |2 | < В. Имеем 


ра = Ут, a= Dae". 
K=0 KE 
Решение будем искать в виде 


0—2 Хи", Ш ==). (12) 
= 
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Подставляя в (11), получаем рекуррентную систему уравнений 
шо f (p) = 0, 
wif (р + 1) + wofs (6) =0, (13) 


шо + wyahi(o +k —1) +... + woh (9) = 0, 


rye 

f(p) = р(р — 1) + pop + 4 fie (р) == PP Е Чи. 
Определяющее уравнение имеет вид f (р) = 0. Пусть py, py — 
корни этого уравнения. . | 

1) Пусть р, — р» — нецелое число. Тогда f (py 4 А) 40, 
(рэ + Ё) = 0 ни при каком целом А > 0 и из уравнений (13) при 
р == 01, р = р» можно последовательно найти ил, и,... В этом 
случае уравнение (11) имеет ФСР вида 

Wy = 224$, (2), We = 20:4, (2), 
где gj (2) голоморфны в круге |2 | < В, $; (0) 52 0, 7 =1, 2.1 

2) Пусть р: — pp = п, где п > 0 — целое. Тогда уравнение 

(11) имеет ФСР вида 
ил = 2946, (2), ш, = awiln z + 204» (2), 
тдеа — постоянная, функции Ф; (2) голоморфны в круге |2 | < А. 

‚ Замечание. Может случайно оказаться, что все решения 
уравнения (14) не имеют особенностей в точке z — 0 — например, 
если р. > 0, р, > 0 — целые ua = 0. 

1.5. Уравнения класса Фукса. Уравнение (1) 
называется уравнением класса Фукса, если на римановой сфере 
(расширенной комплексной илоскости) оно имеет только регуляр- 
ные особые точки. 

Уравнение (1) является уравнением класса Фукса тогда и толь- 


ко тогда, когда его коэффициенты имеют вид 
1 


ax (2) =, (2) TT (@ — an), 
m1 
где 6, (2) — полином степени не выше #1( — 1). Точки 
Q1,..., @, co — особые для уравнения (1). 
Уравнение второго порядка класса Фукса с особыми точками 
Qy,.. +, @р, со имеет вид 


4 — pf) _ бт) 
vty, р”) — pf 


Zz —4, a + 
о , 
0606 TT (a, — 
У + @. |," =. 


aa; 


‘m1 П @— а;) 
j=l 
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Здесь pf”, р") — характеристические показатели, отвечающие 


особой точке Z = ат, штрих означает, что ] 52 т, О,» (2) — поли- 
ном степени 1 — 2, если 2 = со — особая точка, и степени J — 4, 
если 2 = со — неособая точка. 

При { = 1, 2, 3 (и только при таких 1) коэффициенты уравнения 
второго порядка класса Фукса выражаются через особые точки 
и их характеристические показатели. При / = 1 уравнение приво- 
дится к виду ш” = 0, при { = 2 — к уравнению Эйлера, при {= 
== 8 — к уравнению Цапперитца (или Римана). 

Основные линейные обыкновенные дифференциальные уравне- 
ния, возникающие в задачах математической физики, могут быть 
получены из уравнения второго порядка с пятью регулярными 
особыми точками [1], В этом уравнении разность характеристичес- 
ких показателей равна 1/2 для любой особой точки. Слияние двух 
таких особых точек образует регулярную особенность с произволь- 
ной разностью характеристических показателей. Слияние трех 
или более особых точек приводит к иррегулярной особенности. 

2. Система уравнений. Рассмотрим систему 


и’ = (2 — ay" A (2) ш, (14) 


где w == (из (2),..., Wy (2))Т, A (2) есть матрица-функция поряд- 
капх п, голоморфная в точке а, А (а) 520, т > 0 — целое число. 
2.1. Особая точка первого рода. Число т 
называется рангом особенности 2 = а. Если т = 0 (т > 1), тоа 
называется особой точкой первого (второго) рода. 
Особая точка первого рода является регулярной ($ 1), т. е. си- 
стема (14) имеет ФМ вида 


W (2) =Ф(2) (2 — а. (15) 


Здесь Р — постоянная матрица, матрица-функция Ф (2) голо- 
морфна или имеет полюс в точке 1 = а. 

Для систем, в отличие от скалярных уравнений, неизвестны 
критерии регулярной особой точки. Особая точка второго рода 
может быть как иррегулярной, так и регулярной. Например, ранг 
особой точки 2 = 0 для системы 


= We, Wy = Fwy 


равен 1, так что 2 = 0 — особая точка второго рода. Эта система 
эквивалентна уравнению Эйлера 20” — ш = 0, для которого 
(а потому и для системы) точка 2 = 0 — регулярная особая. Име- 
ется ряд работ, где получены достаточные условия, при которых 
точка = а является регулярной особой для системы (14). 

Пусть т = 0 и среди разностей собственных значений матрицы 
А (а) нет целых неотрицательных чисел. Тогда сис тема (14) имеет 
ФМ вида 


W (2) = © (2). — дА®, (16) 
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гдеФ(2) = У Ф, (2 —a)", Ф, = J — голоморфная в точке: = а 
0 


матрица-функция, 
Приведем алгоритм построения решения. Пусть а = 0; тогда 


А (=) = > Ajzi, Подставляя (16) в (14), получаем после умно- 
7-20 


жения справа на z-4° систему 
2 Ф’ (2) + Ф (2)А, = A (2) Ф(2. 


Приравнивая коэффициенты при степенях 2 в этой системе, полу- 
чаем рекуррентную систему уравнений 
ka 


kD, +-[O,, Aol = » AM}, k= 1,2,..., 
2-20 


rye [Ф,, Ay] = Ф,А, — А.Ф, (коммутатор матриц Ф,, Ap) 
Рассмотрим матричное уравнение 
ых --[Х, Al = В, 


где и — число, X, А, В — квадратные матрицы одного порядка. 
Из линейной алгебры известно, что если p 52 А; — А» ни при ка- 
ких ], Ё, где ^; — собственные значения матрицы A, то это урав- 
нение разрешимо для любой матрицы В. Поэтому из рекуррент- 
ной системы можно последовательно найти матрицы D,, Ф,,... 
Если же среди разностей собственных значений матрицы Ag 
есть целые неотрицательные числа, то система (14) имеет ФМ вида 
(15), где Ф (2) — голоморфная в точке 2 = а матрица-функция и 
Р — постоянная матрица такая, что среди разностей ее собствен- 
ных значений нет неотрицательных целых чисел. 

Аналогично исследуется особая точка z= оо. Рассмотрим 
систему из п уравнений 

w! = 21 A (2) w, 


где A (2) — голоморфная в точке 5 = со матрица-функция, A (co) 52 
#0 um > 0 — целое число. Рангом системы называется число 
т + 1; прит =0 (т > 1) точка 2 = оо называется особой точкой 
первого (второго) рода. Приведенные выше результаты для конеч- 
ной особой точки справедливы и для точки 2 = 00; в этом случае 
в формулах (15), (16), следует заменить 2 — а на 2. 

„Системы класса Фукса. ‘Система из п урав- 
нений 

w' = А (z)w (17) 

называется системой класса Фукса, если на римановой сфере она 
имеет только регулярные особые точки. Если, кроме того, все эти 
особенности первого рода, то система имеет вид 
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Здесь А; 52 0 — постоянные (н х п)-матрицы, точки @1,..., @т, 
oo — регулярные особые. 

3. Грунна монодромии. Пусть коэффициенты уравнения (1) 
голоморфны в односвязной области D на римановой сфере, за иск- 
лючением ` точек 41,..., Am, которые могут быть полюсами коэф- 
фициентов. Особые точки могут быть регулярными или иррегуляр- 
ными, Фиксируем точку dp, отличную от указанных, и ее малую од- 
носвязную окрестность U. В области U существует голоморфная 
ФСР w (2) = (wi (2),..., Wp (2)) уравнения (1). Пусть yj — про- 
стая замкнутая кривая с началом и концом в точке ao, которая об- 
ходит точку а; в положительном направлении (т. е. у; ориентиро- 
Baha против часовой стрелки, а; лежит внутри Yj, остальные OCO- 
бые точки лежат вне 7;). Аналитически продолжив DCP ш (2) 
вдоль Yj, получим PCP 


yyw (2) = (2) — w (ЭТ, 
где Т; — постоянная невырожденная матрица порядка п Х п. 


Если аналитически продолжить OCP w (2) вдоль пути yj! (т. е. 
вдоль Yj в обратном направлении), то получим CP 


т (2 = ш (2) ТУ. 


Если аналитически продолжить ФСР ш (2) вначале вдоль пути 
Yj, а затем вдоль пути 7, то получим DCP 


Ху (2) = w (2) Т)Т,. 


Группой монодромии уравнения (1) (или просто группой урав- 
нения) в области D называется группа G матриц ¢ образующими 
T,,..., Tm. Всякий элемент группы G имеет вид т. 38 Та, 
где ig & {1, 2,...,m}uk,..., № — целые числа. 

Группа монодромии зависит от выбора точки dy: G = G (4%). 
Если b, ЕД — неособая точка, by 52 а, то группы G (ao) и 
С (bo) подобны: существует постоянная невырожденная (п Х п)- 
матрица Т = T (4%, bp) такая, что 


G (bp) = TG (ay) Г. 


Точно так же определяется группа монодромии для системы 
вида (17). 

Группу монодромии удается построить в явном виде лишь для 
небольшого числа классов дифференциальных уравнений: для ги- 
пергеометрического уравнения, для уравнений Похгаммера, Бес- 
селя и некоторых других. В гл. ПТ, $4, приведены примеры, в ко- 
торых уравнение содержит болышой параметр и удается найти 
асимитотику образующих группы G по параметру. 

4. Многообразия` решений. Рассмотрим систему из п урав- 
нений 


tw’ = A (t)w. (18) 
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Введем условие 
А (Е С®, 0gt<ga, А (0) 20. (18’) 


По аналогии с аналитическим случаем назовем tL — 0 регулярной 
особой. Все приведенные в п. 2.1 результаты сохраняются и в этом 
случае, с той лишь разницей, что все ряды (например, ряд для 
Ф (1) из (16)) будут не сходящимися, а асимптотическими при 
t— -|- 

4.1. Многообразие ограниченных реше- 
ний. Пусть матрица А (0) не имеет чисто мпимых собственпых 
значений. Тогда с помощью линейной замены вида ш = Tw, где 
Т — постоянная невырожденная матрица, систему (18) можно 
привести к такому виду, что матрица А (0) будет блочно-диаго- 
нальной: 


(19) 


Здесь A_, А, — квадратные матрицы порядков А ип — kh, с0б- 
ственные значения матрицы A_(A,) лежат в левой (правой) полу- 
плоскости: 


Вел, < 0,..., Red, < 0, Reda > 0...., Ве”, > 0. (20) 


ФСР системы (18) состоит из А решений w,,..., ш, неограничен- 
ных при t= (0, а] -Гипр-—& решений Ш... Wy, Orpa- 
ниченных при{ <= Г. Обозначим через J и множество всех реше- 
ний, ограниченных при 2 = /; тогда М"-® — линейное простран- 
ство (п —мерное). над полем комилексных чисел. Его элементы 


имеют BH = 2 сло;--к, где с; — произвольные постоянные. 


Асимитотика ограниченных решений при ¢ > 0 — такая же, 
как и в аналитическом случае. Видно, что она довольно сложна и, 
кроме того, существенно зависит как от жордановой нормальной 
формы матрицы А (0), так и от того, имеются ли среди разностей 
Ay — №: целые числа или нет. Поэтому эти формулы крайне не- 
удобны при численном расчете задач, связанных с системой (18) 
или неоднородной системой 


tw’ = А (t)w +f (9, (21) 


если краевое условие поставлено в особой точке t = 0. 

В то время как структура индивидуальных ограниченных ре- 
итений достаточно сложна, структура многообразия М” всех 
ограниченных решений проста [34, 35]. Положим 


w=], 20=[-1, тю=Аю-АФ Ия Г] 


Вектор w_(w,) имеет k(n — А) компонент, порядки матриц И. is 
также ясны. Будем искаль уравнение, определяющее М" 
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в виде 
w_(t) = @ (t)w, (0, (22) 
где а (1) — неизвестная матрица порядка А Х (x ~- A), Подетав- 
ляя (22) в (18), получаем систему 
tw, = (Аа + Ува + Vig) w,, 
taw, = (Ая + Уна + У — ta’) w,. 

Отсюда находим уравнение для a: 

ta’ = Ая — aA, + Vie — а, — аУа 4- Иль, (23) 
которое является матричным уравнением Риккати. Краевое ус- 
ловие для @ (#) таково: 


lima (t) =0. (24) 
io 


Решение задачи Коши (23), (24) при малых ¢ > 0 существует, един- 
ственно, и & (1) разлагается в ряд 


a(t)= у at), (25) 
jal 


Этот ряд является сходящимся, если матрица-функция A (1) голо- 
морфна в точке ¢ = 0, и асимитотическим при условии (18'). Мат- 
рицы G1, @.,... находятся подстановкой (25) в (23) и приравни- 


ванием нулю коэффициентов по схепеням $. Для @1, @»,... нолу- 
чается рекуррентная система линейных алгебраических уравне- 
ний. “ 


Итак, при малых # > 0 всякое ограниченное решение системы 
(18) является решением системы (22) и всякое решение системы 
(22) является ограниченным при # > 0 решением системы (18). 

Этот метод применим и к неоднородной системе (21). Пусть 
f(t) = С® при OS t Sa, условия на матрицу А (0) те же, что. 
и выше, и ищутся ограниченные при #—0 решения. Эти решения 
ищутся в виде 


` w= a (tw, + В (0, 


где a (+) — построенная выше матрица, вектор-функция В (#} яв- 
ляется единственным решением задачи Коши 


$ = АВТ (Vn ор» limp) — 47-0). 
При малых # > 0 справедливо разложение 

BO = в, (26) 
обладающее теми же свойствами, что и (25). Векторы Bo, В:,... 


определяются из рекуррентной системы линейных алгебраиче- 
скихдуравнений. 
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4.2. Система второго порядка. Рассмотрим 
однородную систему ` 
Pw" == А (И w. (27) 


Эту систему можно свести к системе первого порядка вида (18), 
но удобнее исследовать ее непосредственно. 
Будем искать решение в виде 
в 
и 
ид, $0 = Dot, 
= 
где ряд ф (¢) обладает теми же свойствами, что и в п. 4.1. Подстав- 
ляя это рептениев (27) и приравнивая коэффициенты при степенях &, 
получаем рекуррентную систему уравнений, первое из которых 
имеет вид 


[(0? — р) Г — Aol фь = 0. 


Следовательно, число р должно быть корнем определяющего урав- 
нения 


det [(p? — р) Г — Aol =0, 


а вектор Фо должен быть собственным вектором матрицы Ag, OT- 
вечающим собственному значению A = р? — рф. Пусть все собствен- 
ные значения Ay, .. ., Ayn матрицы Ay лежат во внешности парабо- 
лы П: Rea + (Imi)? = 0 в комплексной плоскости A. Тогда 
имеется п корней р; таких, что Re p; > 0, ип таких, что Вер, < 0. 
ФСР системы (27) содержит п линейно независимых решений, 
ограниченных при #->0, и п неограниченных. Уравнение мно- 
гообразия М” ограниченных решений можно получить, фактори- 
зуя дифференциальный оператор, отвечающий (27). Будем искать 
такие (п Х п)-матрицы @ (2), В (1), чтобы выполнялось тождество 
42 а 4 
п — А = (e — BiO)(e 4 a(t)). 


Отсюда находим f(z) = J —a (1) и для « (t) получаем матричное 
уравнение Риккати 


ta’ -+ а? — а = А (1. 

Очевидно, что если и — решение системы 
tw’ (1) = а (В ш(®, (28) 
то w — решение системы (27). Выберем матрипу о (ft) так, чтобы 


отношение (28) описывало многообразие М", поставив задачу 
Коши: 


lima (д = (I + YI + 4h). 
15 
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Здесь УТ + 4A, выбран так, что все собственные значения этой 
матрицы лежат в полуплоскости Вео > 0, что возможно в силу 
условий на матрицу Ay. Решение полученной задачи Коши для 
a (+) существует при малых ¢ > 0 и единственно. Для матрицы 
a (1) справедливо разложение (25), причем a; определяются из 
рекуррентных соотношений. 
Рассмотрим неодпородную систему 

tp" = А (t)w + (0. (29) 
rae A (é) удовлетворяет сформулированным выше условиям, 
f(t) = С“ при 0 << а. Тогда имеется п-мерное многообразие 
М" решений, ограниченных при { —> 0. которое описывается урав- 
нением 

tw’ =a(iw -В (1. (30) 
Здесь матрица « ({) описана выше, вентор-функция В (#) — реше- 
ние задачи Коши 


ов, во 17M. Gt 
>) 


Вектор-функция В (2) при малых # > 0 разлагается в ряд (26), 
причем В; определяются из рекуррентных соотношений, 

Этот метод широко применяется в вычислительной математи- 
ке [35]. Рассмотрим краевую задачу на отрезке [0, a] для систе- 
мы (29): 

w (#) ограничено при / > 0, 

w (а) = wo. 
Краевое условие при ¢ -= 0 эквивалентно краевому условию 

р 

tow’ (to) = & (to) w (to) - В (to) 
при малых fy. Приближенные значения & (1%), В (to) можно найти, 
взяв несколько первых членов разложений (25), (26), для отыска- 
ния которых необходимо решить соответствующие системы ли- 
нейных алгебраических уравнений. После этого получаем крае- 
вую задачу для системы (2) на отрезке (ty, а], не содержащем 
особых ‚точек. 

Этот метод развит и для иррегулярных особенностей ($ 3). 


§ 3. Иррегулярные особые точки 


1. Скалярное уравнение. Рассмотрим уравнение 
ит) -|- gy (zw) |... -- an (2) ш = 0, (1) 


коэффициенты которого голоморфны или имеют полюс в точке 
Z = 00, Имеем 


a 
9;@) = Хатг", LIK. (2) 
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Эти ряды сходятся при |2 | > А. Здесь 4;, в, == первый отличный 
от нуля коэффициент ряда; если 4; (2) = 0, то полагаем и; = — 00, 

1.4. Критерий иррегулярной особой TOW 
ки. Пусть ®. 

k= шах n;/j, r=k-+ 1. (3) 
1<j<n 

Число г называется рангом, число k — подрангом особой точки 
z= oo, Еслиг = 0 (г > 1), то точка 2 = со — регулярная (ирре- 
гулярная) особая. 

Пусть s > 1 — целое число, 


= 


оО = +... + gal, УО= Dy 15”, (4) 
где 4 (5) — формальный ряд. Ряд 
w (2) = 2pe2¥ YP (214) (5) 


называется нормальным (поднормальным) порядка p/s, если $ = 1 
($ > 2). 

Подранг k — целое или дробное число, так что hk = p/g, где 
k > 0 — целое число, р, 4 — взаимно простые натуральные числа. 
Если г — целое число, то уравнение (1) имеет но крайней мере 
одно формальное решение вида (5) порядка ги $ == 1. Если ад > 2, 
то уравнение (1) имеет не менее 4 формальных решений вида (5) 
порядка г, где $ = 4. Ряды вида (5) обрываются лишь в исключи- 
тельных случаях и, как правило, расходятся. Об ux асимптоти- 
ческом характере будет сказано ниже. Кроме того, решения урав- 
нения (1) не исчерпываются рядами вида (5). 

Понятия ранга и подранга очевидным образом переносятся на 
случай конечной особой точки. 

1.2. Локальная структура решений; oc 
новной случай. Если 2 = со — регулярная особая точ- 
ка уравнения (1), то все решения имеют, грубо говоря, одинаковую 
структуру в окрестности этой точки. Именно, существует ФСР 

и,.... Wy} такая, что 


10; (5) — 2 т 2)", sow, 


Иррегулярная особая точка представляет собой сложный конгло- 
мерат особенностей. Например, уравнение 
wh —(g(2) +N) +9@)w=0, ад, 
р— 2) 

имеет решения Ww; = 2°, ш, = e*. Первое из них имеет особенность 
того же типа, что и в случае регулярной особой точки, для второго 
8 = © есть” существенно особая точка. 

Рассмотрим случай, когда структуру ФСР можно описать пол- 
ностью. Пусть в уравнении (1) 


9} (2) = 2 py (2), 1 37 < п, 


. 
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функции р; (2) голоморфны в точке2 = со. Пусть корни Py, ..., Pn 
уравнения 


9” + pr (oo) р” +... + Pr (90) =0 (6) 


различны и отличны от нуля. Ранг уравнения (1) в этом случае 
равен г = А + 4. Тогда уравнение (1) имеет и формальных реше- 
ний вида (5): 


kya к 

mu м “i ~m\ У ‘SS = 

в; (в) = exp \ У аи" У жити, (7) 
m=1 m==0 


ар = 6 +1), ши = 1. 


Эти формальные ряды являются асимитотическими в некоторых 
секторах комплексной плоскости 2. Фиксируем j, [и расемотрим 
уравнение 


Re КА; — Apert] = 0. (8) 


Оно определяет конечное число лучей, которые называются 
линиями Стокса. 

Если 5: а < мВ, |2| > 0, — такой сектор, что для 
данного } он не содержит ни одного из направлений (8), то суще- 
ствует решение и; (2) уравнения (1), для которого при 2 -> oo, 
2 <= 5, справедливо асимитотическое разложение (AP) (7). Более 
того, один из граничных лучей сектора 5 может совпадать с одним 
из лучей (8). 

Если эти условия выполнены при всех 1, то уравнение (1) имеет 
в секторе 5 MCP, для которой справедливо AP (5) при 2 > ©, 
zc 5. Вся комплексная нлоскость 2 покрывается конечным чис- 
лом 5:,..., Sy таких секторов; их можно выбрать так, чтобы пе- 
ресечение двух соседних секторов было непусто. В каждом из них 
существует DCP с асимптотическим разложением вида (7); 060- 
значим их Ww, (2),..., Wy (2). Имеем 


и; (2) = Сишу (2), 


где Cj, — постоянная матрица порядка п Х п. 

Матрицы Су, называются матрицами (или множителями) 
Строкса. Если известны все множители Стокса Cj 54. (при j = № 
берем матрицу Cy,), то это позволяет найти асимптотику некото- 
рой DCP уравнения (1) при 2 > co но любому направлению. Од- 
нако найти все эти множители удается лишь в ограниченном чис- 
ле случаев. Их отыскание по существу эквивалентно интегриро- 
ванию уравнения. 

1.3. Локальная структура решений; об- 
щий случай. Рассмотрим уравнение (1) с иррегулярной 
особой точкой z= со. Пусть #й>1, 1; > 1, т, > 0 — целые 
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числа, 
1 


Q;)= Dans, Фа У (ша), 
k=0 k= 


(® 
E jx ( 2 
и положим 
w; (2) = 29, (2). (10) 
Уравнение (1) имеет формальную MCP {w, (2),..., Wa (Z)}, Co- 


стоящую из решений вида (10). В некоторых секторах вида 5: 
@ < arg 2 < В существует MCP уравнения (1), для которой ряды 
(10) являются асимнтотическими при 2 —> co, z = © [9]. Алгоритм 
построения формальных решений и секторов 5 в общем случае 
весьма сложен. 

Заметим, что если О; (2) = 0, то соответствующее решение w; (2) 
имеет ту же структуру, что и решение в окрестности регулярной 
особой точки Zz = со. 

2. Система уравнений. Рассмотрим систему из п уравнений 


Ш = ЗА (2) ш, (11) 


где г> 0 — целое число, матрица-фуикция А (2) голоморфна 
в TOUKe 2 = 00, A (co) 52 0. В этом случае особая точка 2 = со 
может быть как иррегулярной, так и регулярной ($ 2). 
Имеем 
< 
А (2) = У Ант. 

m=0 
Этот ряд сходится при |2| > В. Пусть собственные значения 
№,..., An матрицы Ag = A (oo) различны и отличны от нуля и 
5 — сектор в комилексной плоскости 2, не содержащий линий 
Стокса (8), где j фиксировано. Тогда система (11) имеет решение 
вида (7); в этой формуле ши» — постоянные векторы, причем 
и, — собственный вектор матрицы Ах, т. е. Аш; = Алоуо. Ряд 
(7) — асимптотический для решения w; (2) при 2- ©, ze Б. 
ФСР из таких решений существует в секторе 5 при тех же усло- 
виях, ITO HB. 2.3. ФМ системы (11) имеет вид 


W (2) =Ф (2) 29°, 
где А — постоянная (п X п)-матрица, Q (2) — диагональная мат- 


puma, диагональные элементы которой — полиномы степени 
т -- 1, иФ (2) — асимптотический ряд: 


Ф(:) = У Фиг". 


m=0 
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В общем случае система (11) имеет формальную OCP, состоя- 
щую из решений вида (9), (10 , rae tj.) — векторы, и в некоторых 
секторах комплексной плоскости 2 эти ряды являются асимито- 
тическими. 

Отметим, что даже для скалярного уравнения (1) и даже в 0с- 
новном случае построение АР решения в виде (7) затруднительно 
уже при п = 2. Более эффективными являются асимптотические 
методы (гл. У). 

3. Многообразия решений. 

3.1. Система первого порядка. Рассмотрим 
систему из п уравнений 


Г = A (dw +f () (12) 


на полуоси J = [a, со), a> 0, где г > 0 — целое число, А (8, 
f (В Е С* (Г) ипри [- со справедливы асимитотические разложе- 
ния 

eo ses 


A= У Ant, Но У 1", 


m=) m=0 


причем A, #0. Пусть матрица А, ие имеет чисто мнимых ©0б- 
ственных значений. Можно считать, что A, — блочно-диагональ- 
ная матрица, диагональные блоки которой — квадратные мат- 
рицы A_, A, порядков m и п— т соответственно, причем 
Вел, < 0 (Вел, > 0) для всех собственных значений матрицы 
А_(А,). Этого можно добиться с помощью преобразования # = 
= Tw, где Г — невырожденная постоянная матрица. Введем сог- 
ласованные разбиения на блоки 
ТА 0 Л В | 
A=|F 4)) ий, = |, Аб = 


Множество Л/” решений системы (11), ограниченных при t == Г, 
есть линейное многообразие размерности т. Однородная система 
(12) при f (1) = 0 имеет т линейно независимых решений, экспо- 
ненциально убывающих при #-> co, и п — т линейно независи- 
мых решений, экспоненциально растущих при #-» со. Многооб- 
разие М” можно описать уравнением [35] 


w, =a ()ш НВ (1) (13) 


1. Здесь a (1) — решение. матричного уравнения 


при # 
типа Риккати 


ta! = Аа — GA_ + Vor — aVyy — “Ува + Voy, t> Т, (44) 
с данными Коши на бесконечности: 


Jim a(t) ==0, (15) 


1-х 
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При Т >> 1 такое решение существует и единственно. Матрица 
© (1) разлагается при #—> oo в асимптотический ряд 
со 
a, 
a(t) = У | (16) 
К=1 
Подставив (16) в (13) и приравняв коэффициенты при степенях &, 
получим рекуррентную систему линейных алгебраических урав- 


нений, из которой можно последовательно найти 1, @,... Эти 
уравнения имеют вид 
A — и А_ = — Шиа (8, 
1—5 
Aja; — ajA_= Ф) (@1,..., а), jf =2, 3, ... 


Вектор-функция В (1) является решением задачи Коши 
rp A,B + (Voy У) B+, af, 
lim В ()=— АУУ, (0), 


tou 


которое существует и единственно при # > 7 >> 1. При #- oo 
справедливо асимптотическое разложение 


po=- Ve. 
i= 


Этот метод широко применяется в вычислительной математике 
для переноса граничного условия из бесконечности в конечную) точ- 
ку [35, 48]. | 

3.2. Система второго порядка. Рассмотрим 
систему из п уравнений 


и’ = РА (t) w (17) 


на полуоси Г, где г> 0 — целое число, матрица A (t) = C~ (J) 
и разлагается в асимптотический ряд. Пусть собственные значе- 
ния Ay, ..., м матрицы A, =A (co) не лежат на полуоси (— оо, 0] 
в комплексной плоскости А. Тогда множество М" ограниченных на 
бесконечности решений системы (12) есть и-мерное линейное про- 
странство. Получим его уравнение, факторизуя дифференциаль- 
ный оператор из (17). Будем искать матрицы-функции © (1), В (t) 
такие, что 


а а eB 
(iS = 6 = a) == — АЦ. (48) 
Г” Отсюда находим, что В = —a, и получаем матричное урав- 


нение Риккати 


a {а = РА (t), TS t< ow, (19) 
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Поставим данные Ноши на бесконечности: 
lim tz (6) = — У 4. (20) 


tre 
Здесь YA, — матрица, собственные значения которой лежат 
в полуплоскости Вей > 9, и (VA,)? = Ap. Решение задачи (19), 
(20) при Т >= 1 существует и единственно. 
Матрица-функция @ (1) разлагастся в асимптотический ряд 


(21) 
по полуцелым степеням £1. Если г — четное число, то @ (1) разла- 
гается в ряд по целым степеням #*", Здесь ay = —V Ay, и подста 


новка ряда (21) в систему (17) приводит к рекуррентной системе 
уравнений, из которой можно последовательно найти 01, Og... - 
Из (18) следует, что если 
и (t) =a (t) w (1, (2) 
где a (#) — решение уравнения (19), To w (t) — решение системы 
(17). Если < (t) удовлетворяет данным Коши (20), ro w (В = М". 
Рассмотрим неоднородную систему. 


w= TTA Gow 47 (Hl, 


где A (#) удовлетворяет тем же условиям, что и выше, f (#) — усло- 

виям п. 3.4. Тогда множество М" решений этой системы, ограни- 

ченных при #-> со, есть линейное многообразие рамерности п. 
В силу (18) эту систему можно залисать в виде 


т We \/ Ч \ i. aoa aa 
(- + a) — >) Ф-Т =0. (23) 


Будем искать уравнение М” в виде 


(= —a(t)) w= BO. (24) 


Подставляя это соотношение в (23), получаем уравиение для В: 
В -- (t) В =Р/ (9. 
Зададим данные Коши на бесконечности: 


Пт” 8 (0) = — (Ут. 


Решение этой задачи Коши существует и единственно при 
=> 1, и В (1) разлагается в асимптотический ряд 


(= ae t—> oo. 


$= 
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Если г — четное число, то этот ряд содержит только целые стене- 
ни #*. Для коэффициентов ра, В»,... можно получить рекуррент- 
ную систему линейных алгебраических уравнений. 

3.3. Нелинейные системы. Метод переноса гранич- 
ного условия из особой точки в неособую, приведенный выше для 
линейных систем, развит в [35] и для нелинейных систем. Приве- 
дем один из этих результатов. Рассмотрим систему из п уравне- 


ний 


на полуоси /. Пусть 
i, ш) =A (w+ 8 (tv), 


где А (1) = CY и разлагается в асимитотический ряд вида (12), 
вектор-функция & ($, w) — полином по переменным #, т. е. 


ви) a Salter, 


jal=2 


вектор-функции 2» (¢) разлагаются в асимитотические ряды 


&а (= ХУ ве. 
K=0 


при #-> оо, ga (t) = С° (Г) при всех a. Здесь 


Oy a. 
@ = (1... On), |] = ан... an, и =u... wer. 
Пусть собственные значения матрицы А, не лежат на полуоси 
(—oo, 0]. Поставим граничное условие ita бесконечности: 
м 10 (0 =0. (26) 


>= 


При сделанных предположениях решения системы (25), удов- 
летворяющие условию (26), ири каждом фиксированном # запол- 
няют в пространстве (w, w’) нелинейное многообразие М" размер- 
ности 2. Будем искать уравнение ЛМ" в виде 

ш =а(ш). (27) 


Рептение этой системы будет решением системы (25), если вектор- 
функция & удовлетворяет нелинейному уравнению в частных про- 
изводных 


Ки), (>Т. (28) 


да, да 
+ ay % 
Это уравнение рассматривается в области T Ct< оо, |ш |<в 


где 7 >> 1, = < (. В качестве ав (27) Paar голоморфное по 
решение задачи Коши на бесконечности: 


lima (Ё, 0) = 1 (№), [w|<e. (29) 


tro 


ga ИРРЕГУЛЯРНЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ on) 


Здесь y (w) — решение уравнения 


N 
By = Age ae 2, Zpows 
IBl=2 
такое, что 
yw) = — ИА +0 (lw PB), [№ | 0. 


Значение / Аз то же, что и вп. 3.2. 

Решение задачи Коши (28), (29) при = < 1, Т >> 1 существует, 
единственно и разлагается при |ш | Зв, Ё> Т в сходящийся 
ряд 


a(t,w)=— PAaw + УХ ав (В wh, 
fet 


вектор-функции ав (1) разлагаются при ~—> х в асимитотиче- 
ские ряды 
af!) 
a= S =e, №1. 
to, [8-72 


Для векторов ay? получена рекуррентная система алгебраических 
уравнений, решение которой на каждом этапе сводится к решению 
линейной системы алгебраических уравнений. 

Более подробное изложение результатов, полученных в этом 
направлении, см. в [35]. 


PABA Th 


УРАВНЕНИЯ BTOPOTO ПОРЯДКА 
НА ВЕЩЕСТВЕННОЙ OCH 


В этой главе рассматриваются уравнения вида 
Ур (1, Му +a, Лу=о 


и системы из двух уравнений первого порядка при вещественных 2. 
Приведены асимптотические формулы для решений в предположе- 
нии, что уравнения не имеют точек поворота. Коэффициенты 
уравнений предполагаются достаточно гладкими. Асимитотиче- 
ские формулы, приведенные в этой главе, носят названия: ВКБ- 
приближение (или ВКБ-асимитотика), квазиклассическое при- 
ближение, коротковолновое приближение, высокочастотное ири- 


ближение и т. д. 
$ 1. Преобразования уравнений второго порярка 


Приведем некоторые преобразования, которые применяются 
при исследовании уравнения 


У + py’ ау =0. (1) 
1. Подетановка 


приводит уравнение (1) к виду 


п 


2” + (q — р?/4 — p'/2)z =0. 


Рассмотрим двучленное уравнение 
у + Q(z) y = 0. (2) 


2. Подстановка у’/у = w приводит уравнение (2) к уравнению 
Риккати 


и + w? + О (2) = 0. 
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3. Подстановка 
y = Ip’ (Ez, x = @ (8) 
приводит уравнение (2) к виду 


42 г 5: г ф” (Е) 3 ф” (Е) 21 
ex + | Оч’ ФР Lip -+ (SRY ==0. 


При таком преобразовании уравнение остается двучленным. 
Выражение 


Е 


называется производной Шварца. 
4. Рассмотрим уравнение 


(Ру) Q(z) y = 9, (3) 


где P (x) > 0, Q (1) > 0. Подстановка 
a= lV 39, y= WOW" “4 


a 


приводит уравнение (3) к виду 


НЕЕ 2-4 ®==0, 


4 == рало-н 9 р = (Роу. 


Преобразование (4) называется преобразованием Лиувилля. 
В частности, уравнение 


y=Q@y=0 ©) 
приводится к виду 
а: 0, 5 a 
grtete=0, 4 ro tara: 
Уравнение 
Р (зу Пу + O(a) y = 


с помощью преобразования Лиувилля 


x 


z= @(z)y, § \ (LO at, 
a 


Oo) ve fa FRY 
g2= por Ply) pert} 
7 8 
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приводится к виду 
Е И 
а |2 \ РО’ @ [2 у 
Преобразование Лиувилля приводит уравнения с коэффициен- 
тами, правильно (в определенном смысле) растущими на беско- 
нечности, к уравнениям с почти постоянными гоэффициентами. 
Пример. Пусть О (2) ~ а2°, 5 + ~, a> —2, а> 0, 


и эту асимитотику можно дважды дифференцировать, т.е. 0’ (5) — 
— aazt1, 0” (x) ~a (а — 1) 1"*. Тогда 


Ес) = 5, g = O (ею, 


т. е. 9 (E) +0 при E+ + о, = Е, (0, -). 
5. Система 


ul = Ay, (x) и + ал» (2) v, и = аз (x) и + Ay (x) V 
© помощью замены 
u=pcos#, v=psind (6) 


приводится к виду 
= + (aor = 2) + +t cos (20 cps $), 

‚ 4 ; 
Е (411 + 422) + > rsin(20 -- 4). 


Здесь 
7? = (ал — dee)® + (a1, + ал), 
cost) = (dq, + aig)/r, sin p = (ayy — ао". 


Преобразование (6) называется преобразованием Прюфера. 
В частности, уравнение (3) со знаком -- с помощью замены 


у = (РО) "Ир sin 0, Ру’ =p cos 0 
приводится к системе 
OS, Whe а 
и -У S44tsinto 4 (PQ, 


‘4 1 d 
tt =— sin = In(PQ). 


6. Подстановка 
y = Uy и, 


y=(VPO— о) ш —(¥PO + tpg) 
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приводит уравнение (3) (со знаком —) к системе 


Е-ГИЗЕ tl--S lo tite [1 Sis 
(8) 


а (2) = (P(V POY VPO—+ P (vPO))?|. (9) 


TOF | 

Это преобразование обладает теми же свойствами, что и пре- 
образование Лиувилля. В частности, 4, = Г, (6, >) при неко- 
тором 6, если P -=1, а функция О (2) имеет тот же вид, что ив 
примере. Но оно удобнее тем, что не требует замены независимой 
переменной и потому его можно применять для уравнений с KOM- 
плекснозначными коэффициентами. 

7. Будем искать решение уравнения (2), где О (x) > 0, в виде 


у— 0-и (ДА (2) eS) 4 Baye 8], 52) = {У0 а. 
г (10) 
Выберем A, В так, чтобы 
"= 0! (2) [A (2) 569 — В (2) eS], 


При дифференцировании решения у (x) вида (10) дифференциру- 
ются только экспоненты. Тогда А, В обязаны удовлетворять си- 
стеме уравнений 


A= eB, BS esis, (11) 
Если функция О fx) медленно меняется нри х > 1 (например, 
0(2)>0.> 0, а то коэффициенты в правых частях (14) малы 
при «> 1. Введем функцию R (5) = В (2)/А (2), которая в за- 


дачах распространения волн играет роль коэффициента отраже- 
ния. Тогда А (2) удовлетворяет уравнению Риккати 


Aes pe ro ЕН), 
8. Рассмотрим систему типа Дирака: 


, [ Ча (2) gp» (27) = Eros A cin YE 9 
Jy te) м, = то’ viel, 12) 


с вещественными коэффициентами, 915 (2) = = qo (2). Преобразе- 
вание* у = T (x )z, где 


ты, += | (au) + gaa (0)) at 


2 М. В. Федорюк 
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приводит систему (12) к виду 


p(t) 94(%], 
Iu + lee) м 


4 7 
4 (2) = quo cos 2p + + (gee — qu) sin 29, 


—5- (Чи -- 422) cos 2G {+ que sin 2q. 


D (x)= 


$ 2. ВКБ-оценки 


Рассмотрим уравнение 
у —Офу=о (1) 


на интервале J: а <a <b, который может быть конечным или 
бе. конечным. Функлия О (2) = C? (Г) — комплекснозначная и 
удовлетворяет условиям: 

1) О (2) 40, cel, 

2) существует ветвь YQ (2) класса С? (1) такая, что Re VQ (2) > 
> 0, cel 

Во всех формулах берется эта ветвь YQ (2). 

Поясним условие 2). Если функция О (xz) вещественна, то оно 
следует из 1). Пусть О (2) — комилекенозначная функция; тогда 
уравнение 2 = Q (x), x = Г, онределяет кривую y в комплексной 
плоскости 2. Ветвь функции ш = У: — такая, что w (1) =1, 
взаимно однозначно отображает плоскость 2 с разрезом по полу- 
оси (—^, 0] на правую полуплоскость Re w >> 0. Следовательно. 
кривая y не моет пересекать полуось (— со, 0]. 

1. ВКБ-опенки. Взедем обозначения 


5 (0,0) = = уби, (2) 


=|{ |914 |, (3) 


Xo 


р (о, 2) 


где о (x) имеет вид (9) $ 1 при P (x) = 1. 
1.1. Решение y,. Положим 


| Й: (2) == 07": (x) exp {5 (то, 2)}- С) 
Если выполнено условие 
р (а, 2) < ©, cel, (5) 


то уравнение (1) имеет gies у: такое, io при zc = Г 


и ( a ик |< <2 (e*(a,=) — 4), | (6) 
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Оценки вида (6), (8), (11) называю,ся ВЕК Б-оценками. В слу- 
чае О (x) == (ах -|- 6)~* оценка (6) точна. 
Решение у, удовлетворяет краевому условию 


Lim ya (2 2) / (Vv V@- О) ta) | = 0. (7) 
Для производной и: (2) при х ЕЕ Г справедлива оценка 
yy (2) Al ey 
et 1S |138 
VOC) hi (2) и: 


Q' (2) 
FF (2) 


54 (1+ Е 


ул 


) (e20@ х) — 1}. (8) 


1.2. Решение ys. Положим 


Ga (2) = QO" (2) $» (9) 
и пусть выполнено условие 

plz, ) <>, eel. (0 
Тогда уравнение (1) имеет решение у» такое, что при ©: F выпол- 


няются оценки 


| Ye (2) —1|<2 1¢20( 5—1), 


9» (т) (11) 
уз (=) | 11 O°) : 
my 1|< то | 
УО (=) 8. (=) vat - ") 
4 51| |S sot. — 
} (i у “QP (2) [er »— 1). 


Решение у» удовлетворяет краевому условию 
a. С (=) \ : rs 5 
tim (2) /| (VOR) | ay) ee = 1. (12) 


Из ВКБ-оценок немедленно вытекают асимитотические фор- 
мулы для решений: 


Yr (2) ~ У: (2), Ta; у (%) — Fy (x), #—0. 


2. Интегральные уравнения для решений. Построим решение 
Yi, сведя уравнение (1) к системе интегральных уравнений. Под- 
становка 


y= Fr (@)(uy + из), (18) 
y =i (x) (ve fu = (ибо + Fue! . 
как показано в $ 1, сводит уравнение (1) к системе 
= ey (и + Wy). щ 20 @ ty = ол (2)(uy +4. 


2" 
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Эта система эквивалентна системе инлегральных уравнений 


ts (a) = ca о (8) (ил (t) + из (1) at, 
; (14) 


из (2) == са — \ 286% Зал (1) (мл (@) + из (6) de, 


м 


или, в операторной форме, 

u=u+ Ки, u= (wy, uv), 
где К — интегральный оператор из (14). Tax кака << 2, to 
из условия 2) следует, что Re 5 (х, t) < 0, и потому 


| ехр {25 (x, 8} | < 1. (15) 


Это приводит к оценкам 
(Ки); (a) |< < czy (t) | ((ur (| -+ fue (t))) dt, p42. 
a 


Положим с: = 1, с, = 0 и применим к системе (14) метод по- 
следовательных приближений: 


иен = uy? + Ku". 
Этот метод сходится и дает решение и (x) такое, что 
| wy (x) — с; |< exp {20 (a, 2)} —1, 7 = 4, 2. 
Из этой оценки и из (13) следуют ВКБ-оценки (6), (8). Кроме того, 


Из и (2) =1, Им и2 (2) == 0, 
ха x0 
что доказывает (7). Решение Yo строите аналогично. 

Если функция О (x) вещественна, то ВКБ-оценки можно полу- 
чить, применив к уравнению (1) преобразование Лиувилля ($ 1) 
и сведя полученное уравнение к интегральному. 

3. Уравнение в самосопряженной форме. Рассмотрим урав- 
нение 


(Р (2) у)’ — 9 фу=0. (16) 
Пусть P (x), О (x) ЕЕ C? (Т) и выполнены условия: 
1) P@ #0, О 20 2ЕЁ 
2) существует ветвь YQ (2)/Р (2) класса С? (Г) такая, что 
ВеуО (@)/P (1) >0, cel. 
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Введем обозначения „ 


а В 
sae Pa dl, 
ile) =[2 о oP exp (9 oe) 
0 (£01 2) = Иа |, 
где ©; (1) имеет вид (9) $ 1. Уравнение (16) имеет решение у, (x), 


для которого при х == J справедлива оценка (6). Оценки, анало- 
гичные (8), (11), также имеют место. 


$ 3. Аеимылотика решений урэввения второго порядка 
при больших значениях параметра 


1. Двузленное уравнение. Рассмотрим уравнение 
y" — iq (@) y = 0 (4) 


на отрезке / = la, 6]. Здесь A >> U — большой нараметр, 4 (x) — 
комплекснозначная функция, he xz) <= С* (1). 

Уравнение (1) — это уравнение © малым параметром в = ^/ 1! 

при старшей производной: 

ey” — а(ру=0, 
иричем зависимость коэффициентов уравнения от & имеет простей- 
щий вид. В этом параграфе вначале все результаты об асимито- 
тике решений будут сформулированы для уравнения (1), а затем 
уже для случая более сложной зависимости коэффициентов от 
параметра. 

1. Формальные асимптотические реше- 
ния (ФАР). Kenn 4520 — постоянная, то уравнение (1) 
имеет два линейно независимых решения у1,2 = exp {АИ ах}. 
Если 4 (x) == const, то будем искать решение уравнения (1) в виде 
асимптотического ряда 


y= eS) У а, (2) и". 
k==0 


Удобно представить этот ряд в виде 


x» 
у=ехр { Dy ha, wat}. (2) 
kere 
Подстановка y’/y = w приводит уравнение (1) к уравнению 
Риккати 


w’ + и — Aq (x) = 0. 
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Подставив в это уравнение выражение (2), получим тождество 
5 а 
pit { oh a г 
aye (2) + (23% ay (x)) — 124 (2) = 0. 


Приравнивая нулю коэффициенты при степенях //!, получаем pe- 
куррентную систему для неизвестных функций 0. (x), % (1),... 
Все выкладки носят формальный характер. 

Первое из этих уравнений есть a2, = 4, так что Gy = У 
При a = Yq (выбор ветви корня будет указан в и. 2) имеем 

т 
а- (2) = VGH), (2) =— 43, 

5 а (3) 


Обратите внимание, что функция %, (2) та же, что ив $1, (9). 
Для последующих функций а, (5) получаем рекуррентные * 
соотношения 


к 
cine (2) = — (964 + У ааа). (4) 
2V (2) r=) 
Если же a4 (2) = —Vq q(@)» то в формулах (2), (3) следует 


всюду заменить Yg на —У а. 
Уравнение (1) имеет, таким образом, два формальных асими- 
тотических решения ЗА 


Ys (Gd) ==) exp {A ут (dt + Dy a x w at}, 
| а 65 
Yo (th) = g(x) exp i- a4 Уна -- 2 (— Ау а, (i) ut}. 
ket 


Эти асимитотические ряды в двух случаях РН 
А. Если 4 (т) = (ах + 6) *, то 9% (x) =0 при & > 1. Тогда 
формулы (5) дают точные решения АНИ (1): 


ла = 9-42) ate lad Vad}. 


Б. Если q (x) = (aa? + ba -г c)*, то а, (2) =0 при k > 2. 
Уравнение (1) в этом случае также интегрируется в квадратурах, 
но формулы (5) не дают точных решений, если a 52 0 

Формулы (5), очевидно, непригодны в точках, в которых функ- 
ция 4 (2) обращается в нуль. Дойствительно, если 4 (a) = 0, 
то правые части в формуле (5) обращаются в бесконечность при 
2 — то, в то время как все решения уравнения (1) — гладкие 
функции. 
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Нули функции q (x) называются точками поворота (или точ- 
ками перетода — transition points) уравнения (1). В точке пово- 
рота совнадают корни характеристического уравнения р? — 
— q(x) = 0. 

1.2. Главный член асимптотики. Будем пред- 
полагать, что 4 (x) <= С? (Г). и ввелем условия: 

1) уравнение (1) He имеет точек поворота, т. е. 0 (52) 52 0, 
cel, 

2) существует ветвь 1/9 (2) класса С? (Г) такая, что Ве Vq(z) > 
> 0, ЕТ. 

ФАР, как следует изн. 1.4, существуют и тогда, когда условие 
2) не выполняется. Это условие не является необходимым для 
сумествования ретений. имеющих АР вида (5). Однако его нару- 
шение может привести к тому. что такие решения не существуют, 
даже если q (x) — аналитическая функция ($ 8). 

Введем обозначение 


x 
S leo, 2) =" ИЯ dt. (6) ` 


Уравнение (1) имеет два реттения yy, Yo вида 
и, 2 (x, A) = 01! (2) ехр {А (xo, 2) + О А], А +o0. (7) 


Оценка остаточного члена равномерна ло <= Г, т. е. [О (A) | < 
< Ch" при A >> 1, где С не вависит от х. 

Асимптотическую формулу (7) можно два раза дифференци- 
ровать по х, т. е. 


И? (х, ^) == (--№/9 (DY Ms (x) охр {5%8 (ть. ®)} М +0 (1, 
A> +0, 7 = 141, 2. (8) 
Оценка остаточного члена paBHomepna no х С= Г. Решения yj, Yo 
линейно независимы при A S> 1. 
Асимптотическая формула (7) носит названия: ВКБ-прибли- 
жение, квазиклассическое приближенил. коротковолново? прибли- 
жение, высоконастотное приближение ит. д. 


Отметим, что в качестве уз, у, можно взять решения, удовлет- 
воряющие данным Коти: 


и (а, №) =A, м (а, № = АМУ9@ — а' (@/4а (а), 
уз (5, ) =В. т, М = -В Уч 6) + а (64а (6), 


где А, В — постоянные. 
Все утверждения п. 1, 2 вытекают из ВКБ-оценок ($ 2). Дейст- 
вительно, сравнивая уравнения (1) из $ 2 и 3, получаем 
О (x) = №4 (1), а, (2; 0) = №4 (1; 9, 
о (т, х; 0) = № (ть. 2: 9), 


. р 


(9) 
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Здесь функция co, (2; 4) вычислена по функции 4 (2) (см. (3)), 
а функция а, (2; 0) — по функции О (2). Из формулы (6) § 2 
получаем оценку 
а (т, № 4 2 \ 
ево —1|<2 (р [рез 1). 
Правая часть этой оценки имеет порядок О (A~!) при А - о, 
Из fopuya (7), (8), (41), (12) § 2 следуют формулы (7) — (9). 
pe ee ра решений при веществен- 
ных 9(2). Поведение решений существенно зависит от знака 
функции 4 (2). 
А. Неосциллирующие решення: 4 (x) > 
приближения в виде 
yy (x, A) ~ @!1 (x) exp {AS (а, 2)}, 


у: (т, №) ~ gM (1) exp {—AS (т. 6)} 


0. Возьмем ВКБ- 


и фиксируем AS> 1. Pemenue y, равно 9/4 (a) + О (A!) при 
1 -- а, строго монотонно возрастает и экспоненциально велико 
при х =. Решение уз обладает теми же свойствами, если поме- 
нять местами а и 6. 

Б. Осциллирующие решения: 4 (2) < 0. Удобно вместо урав- 
нения (1) рассмотреть уравнение 


y” + №9 (у = 0, (10) 


где 4 (7) > 0. Это уравнение имеет DCP вида 
Yrs (2, 4) ~ ФИ" ехр {21S (ту, т)}, 


которые можно `выбрать комплекспо сопряженными: У. * 
Вещественные решения у, = Rey, у. = Im y, образуют ФСБ 
и имеют вид 

уз (2, 2) = 71/4 (a) cos AS (xp, a) + 0 0-9, 

а (=, №) = G44 (2) sin [AS (2, 21 +0 (09, 


т. е. являются сильно осциллирующими функциями. 
1.4. Асимитотические разложения. Пусть 
д (x) Е: С° (Г) и условия 1), 2) выполнены. Тогда уравнение (1) 
имеет два решения вида 
Yaa (2, A) == 9-11 (xl exp {EAS (то, 2)} Х 
No 


x [4 + 2 А-а (2) + 0 (-^)|, А--Е оо. (44) 


Здесь М > 1 — любое, оценка остаточного члена равномерна по 
xT. Асимптотические формулы (10) можно дифференцировать 
по ти по A любое число раз, с сохранением равномерной по x 
оценки остаточного чдена, 


` 
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Коэффициенты ай (2) определяются» из р ее тождеств 


exp {Ум (os at} + Уи. 


k=l kel 


Разложив SHCHOHEHTH: в формальные ряды по степеням А *, 
получим функции а (x). Выпишем АР с точностью до О (2: 


аа} x 


о Це я (8 а Stat 0-3. 


зе 


из yh) =r (a) exp fea] 7 


Xo 


В качестве y1,2 можно взять решения, удовлетворяющие данным 
Коши: 


N-1 
n@=4, n@=4|\AVa@—-Lo +P) aa], 
ket 


(12) 


N-1 


wO=—B, w()=—B]—AVTH—-LO + Vata 6]. 
k=1 


5. Дополнительные параметры и KOM 
плексные A. Сформулируем теорему об аналитической 3a- 
висимости решений линейных дифференциальных ‚уравнений от 
параметров. Пусть J — отрезок оси x, р — область в комплекс- 
ной плоскости. Рассмотрим задачу Коши для системы из п урав- 
нений: 

У = A (в, ру, У (ть, В). Yo (Ih). (13) 


Teopema. Пусть матрица-фуикция A (a, р) пепрерывна 
при (x, и) Е Г Xx Diu голоморфна no в в области D при каждом 
фиксирсванном х © Г. Пусть вектор-фуикция yo (и) голоморфна 
в области О. Тогда решение у (x, р) задачи Коши (13) голоморфно 
no p 6 области D при каждом фиксированном x <= Г. 

Рассмотрим задачу, Коши для линейного дифференциального 
уравнения п-го порядка: 

yO 4: (2, р) yD +... + ae By = 0 
У (то, и) = (в), У’ (ть в) = и), -- 2, YY (ть р) = 
= узы (В). 


Если коэффициенты 4; (2, №) и начальные данные у; (р) обладают 


теми же свойствами, что и А (5, и), Yo (и), то решение задачи Ко- 
ши у (5, и) толоморфно по р в области D при каждом фиксирован- 


ном ЕТ 
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В частности, решения, ул» (z, Aj, удовлетворяющие данным Ко- 
ши (12),— целые функции ^ при каждом фиксированном ‚2 ЕЕ, Г, 
если А=В=1. х _ > 

Рассмотрим уравнение ош, > 


| у — №4 (1, wy =0. wea \(14) 


А. р — Ben CTB. HMB параметр, D — umieppan semjecrBeH- 
ной оси. В этом случае предполагается, что 4 (5, и) ЕЕ С® (I x D). 

Б. и — комплексный параметр, D — область на комплексной 
плоскости р. В этом случае дополнительно предполагается, что 
функция 4 (x, и) голоморфна по | в области D при, каждом фикси- 
рованном ХЕ 1. & i 

Все результаты, сформулированные выше для уравнения (1), 
полностью переносятся на уравнение (14), если все необходимые 
условия выполняются равномерно по и. Введем условия: 

1) [9 (2, в) | >00 при (5, в) EI x D, rye 6 не зависит 
от 2, в; 

2) ВеУч (т, и) >0 при (т, wel x D; 

3) все производные функции 4 (x, р) равномерно ограничены 
HO 2, р, т. е, 


gmn | Г 
aaa 4 (Xs fh) | < Cans 


при (z, р, EI x VD, где постоянвые Cy, не зависят OT 2, р. 

Тогда существуют решения yr,2 (2, A, |) вида (11); во всех фор- 
мулах, разумеется, следует заменить 4 (x) на 4 (x, и). Формулы 
(11) можно дифференцировать но х, A, № любое число раз, с сохра- 
нением равномерной LO Z, и оценки остаточного члена. Пуеть 
и — комнлексный параметр; тогда решения Yi,2, удовлетворяю- 
щие данным Коши (12), при каждом фиксированном х © Г явля- 
ются голоморфными функциями от A, р при всех А и при и ЕР. 

Пусть G — неограниченная область в комплексной плоскости 
^. Асимптотические формулы (11) для решений остаются справед- 
ливыми при A -+ co, AEG, если условие 2) заменить условием 

2*) Re (^У4 (a, w)) не меняет знак при AEG, | ^ | > Ag > 0, 
ВЕР. 

Примеры. 1. Пусть 4 (x) > 0 прихеЕГТиу, (a, А) — реше- 
ние уравнения (1), удовлетворяющее данным Коши (12), где А = 
=,1. Тогда Re (^Уа (2)) > 0 приза Г, Red > 0, так что асим- 
птотическая формула (11) пригодна при | | — ©, Вел > 0. 
Покажем, что эта формула пригодна при | А | —> ce и при любом 
arg,). Функция у; (2, A) вещественна при вещественных A; поэтому 
Ys (2, A) = yy (т, A). Все коэффициенты при степенях A~! в разло- 
жений (11) также вещественны при вещественных A, что и дока- 
re НЫ утверждение. Все это верно и для решения 
уз (x, A). 
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2. Пусть а (т) > 0 ии, (x, ^) — решелие уравнения (10), для 
которого справедливо АР (11). Так как Ве (iAV/q (z)) > 0 при 
Im A > 0, то эта асимптотика справедлива при | А | > ~, Ima > 0. 


В качестве у, можно взять решение Yo (x, А) = у, (х, A). O60- 
значим эту ФСР {уг (2. ^), ys (x, ^)}. Аналотично. существует 
ФСР {yy (x. ^), ya (x, AD} уравнения (10), для которой АР (11) 
справедливо при | ^ | -> ~©, мА < 0. Эти MCP, вообще говоря, 
не совпадают. 

1.6. Более сложная зависимость от A 
Двучленное уравнение с малым параметром при второй производ- 
ной имеет вид 


ey” — g(x, es) и = 0, (15) 


THe €== 271, Стандартные предположения относительно зависи- 
мости функции 4 от параметра & таковы. Пусть S — сектор в ком- 
плексной плоскости & вида 0<|8| в, '—@ ав < В, 
где Oa, В < л. 

1. g(a, г) =C (I x $5). 

2. Функция 4 (5, в) голоморфна но € в секторе 5 при каждом 
фиксированном z= Г. 

3. Справедливо асимптотическое разложение 


5 
q(z.e\~ У 9% (2)=", в->0, веб, 
hea 


равномерно по д = Гв каждом собственном подсекторе 5” сектора 
5 (т.е. при —а < —a’ <arge < В < В. 

Если параметр = принимает только вещественные значения, 
то вместо 5 берется интервал Л: 0 < = < г, и условие 2 отпадает. 
Условия 1), 2) принимают вид: 

1) a (2) == 0, х=У; 

2) te (e217 q (2)) > 0, cel, в== 5. 

Тогда уравнение (15) имеет “DCP ¥1 (2, =), Yo (x, =), для которых 
справедливо АР вида (11) при = > 0, e 5. Это АР равномерно 
по 1 <= Г, если e>0, = = 5’. Главный член асимптотики имеет 
вид 


х 
rats 2) = окр [+ 57 vee idles ree ath it + O(@)}. 


Асимитотику решений уравнения (15) можно вычислять тремя 
способами. 
1. ФАР ищутся в виде (2), т. е. 


='exp{ у ВАНО at} Я 


К=Ь—1 


AG УРАВНЕНИЯ TT ПОРЯДКА LA ВЕЩЕСТВЕННОЙ OCH гл. п 


Функции В, (5) определяются, как и в и. 1, из рекуррентных со- 
отношений. 

2. Можно воспользоваться формулами (11) и переразложить 
входящие в них функции ©; (x, ¢) в АР по степеням :. 

В силу единственности АР формулы, полученные этими спо- 
собами, совпадут. 

Если ne делать переразложения, то эти подходы приводят со- 
ответственно к АР вида 


> 


У Ф (2) =", 2? (2,2) =", 
0 Zo 


т.е. к AP в смысле Пуанкаре и в смысле Эрдейи. Второе из этих 
разложений, вообще говоря, предпочтительнее, так как формулы 
для функций фр, проще, чем для функций Ф;. По этой причине 
получение АР решения именно по степеням & не всегда оправдало. 

АР по асимптотическим последовательностям вида fe ab, (a, 
e)}, Tae функции ф,. заранее ue заданы, неоднозначно. Можно 
улучшить ВЕБ-приближение за счет удачного выбора функ- 
ций %p).. 

3. Для решений уравнения (1) главный член асимитотики 
дается формулой (7) с остаточным членом О (A+). Если заменить 
4 (2) на функцию вида й (x) == 9 (z)[1 + AP (2)], где В (x) — лю- 
бая гладкая функция, то главный член асимптотики не изменится. 
Выберем функцию р (xz) так, чтобы 


фак, = F(a exp {5 А WFD 


Xe 


as этого должно выполняться соотношение 
к a ол a 1 
tava 4q ra 7}, LAVG aq +0(-=), 


откуда находим В = 2/1: Следовательно, уравнение (1) имеет 
решения вида 


па} И -- 00-9). 


tha (ts) = [9 (a, AP exp {+ a) VTE ae} И +0 0%]. 


Главный член АР (7) точно удовлетворяет уравнению (1) только 
при g(x) = (ах + 6) *. Главлый член полученного разложения 
точно удовлетворяет уравнению (1), также и Е 4 (x) = (ax? + 
+ bz +c)‘. При этом В (z)f== const. ; © 

Можно, очевидно, так Е й, что «главный» член асимп- 
тотики давал бы АР с точностью до О 0-8 ) при любом М. 

2. Общее уравнение второго порядка. 

2.1. Асимптотика решений. Рассмотрим урав- 
нение 


y” + (ту + № (zt) y = 0 (16) 
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на отрезке J = [а, 8], гдер (2), а (2) = C~ (J). Корни характери- 
стического уравнения равны 


рыл (-Р БУВ, Die)=p2)—4q(e. 


Точка 2) = 7 называется точкой поворота уравнения (16), если 
при 2 = <, совпадают корни характеристического уравнения. 
Следовательно, точки поворота — корни уравнения 


D (a) = p? (x) — 44 (x) = 0. (17) 
Введем условия: 
1) Уравнение (16) не имеет точек поворота, т. е. D (2) == 0 
при = Г. 
2) Существует ветвь YD (2) такая, что Ве VD (1) >0, хе Г. 
Тогда существуют решения у; > (х, 4) уравнения (16) такие, что 
oe ao 
salts №) = (D(w)™exp {+3 | YOO at— 
rm ey 
1 


f p(t) | ~ 
9} уреи+ой у, А». (48) 


Свойства этой асимптотики те же, что MBH. 1.4. Существуют АР 
с точностью до О (A), т. е. в (18) выражение в квадратных скоб- 
ках можно заменить суммой 


Xo 


N-1 
1+ Ув, («А +0, 71,2. 
k=! 


В качестве y;,9 можно взять решения, удовлетворяющие данным 
Коши вида (12). 
Уравнение второго порядка 


y” + 24а (x, ву + 27 (2, ду = 0 (19) 


x 
с помощью подетановки у = exp {4 § а dt} z сводится к дву- 
членному уравнению 

2" + А [b (a, p) — а? (a, и) — Aa’ (a, в) 2 = 0, (20) 


к которому применимы все приведенные в и. 1 результаты . Мы не 
будем их повторять; отметим только, что точки поворота уравне- 
ний (16) и (20) не совпадают, но близки при A >> 1. Пусть, для 
простоты, коэффициенты а, b не зависят от р. Точки поворота 
уравнения (20) — корни уравнения 


D (x) — 4a’ (2) = 0. 
Если 2) — точка поворота уравнения (1), то уравнение (20) имеет 
точку поворота хх (A) вида хх (A) = XZ + О (A). Этот факт носит 
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общий характер: точки поворота не инвариантны относительно 
замены переменной и неизвестной функции, но асимнптотически 
инвариантны. . 


2.2 Уравнение в самосопряженной форме. 
Рассмотрим уравнение 


(P (x) у)" — 220 (a) y = 0, *(24) 
cw (1), Р (2) #0. Уравнение 
Р (2) p? — Q (2) = 


пазывается ларактеристическим, так что точки поворота урав- 
нения (21) — нули функции О (x). Условия 1), 2) принимают вид 


Ole) 7-0, Ве fO)/P (a) >0, cel. 


Выпишем главные члены асимитотики решений: 


rae Р, Q 


х р й ( 0) - 
Y= LP (Gur fPitesp [5% ao аи POM"). (22) 


Waits 
x 

3. Замечание об асимитотических рядах. В формуле (11) при- 
водено конечное число членов АР решений. В то же время во мно- 
тих работах во асимптотическим методам приводятся асимптоти- 
ческие ряды для решений. Применительно к уравнению (1), в ус- 
ловиях п. 1.4, эти результаты формулируются следующим образом. 

Существует, решение у: (x, А) уравнения (1), которое разлага- 
ется в асимптотический ряд (5) при V+ + со, равномерно no 
Г. 

Ki сожалению, такое решение строится неконструктивно. В ко- 
нечном счете доказательство существования такого решения опи- 
зается па следующий факт. 

Teop ema (Нёрлувд). Пусть даны произвольный формаль- 


ный ряд х a,2" и сектор S вида 0 < |2|< г, “ < ава В, 


0 < В — “< 2л. Тогда существует функция f(z), голоморфная 
в секторе 5 и имеющая этот ряд своим асимптотическим разло- 
жением: 


f@)~ Maz", 20, 2eS. 
n=0 


Решение у, (2, 4), для которого справедливо AP (11), строится 
конструктивно: это решение задачи Коши (12) для уравнения (1). 
Можно получить интегральное уравнение для этого решения. 
Сделаем подстановку 

= и, < a 
и—Й 


= [У лм, (2) ur + Ss has (a wl 


j= ex 


§ 3) АСИМПТОТИКА ПРИ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯХ ПАРАМЕТРА 47 


Тогда уравнение (1) примет вид 


и N-1 
и |= Pe) ХО вы] |. 
1 2, ie. i 


Здесь A; (x) = diag (a, (x), (—1)’a, (2), элементы матрицы-функ- 
ции Ov. ограничены при ze J, |^| > de> 0. Полученная cu- 
стема сводится к системе интегральных уравнений тем же спосо- 
6om, чтоив$ 2, п. 2, Заметим, что и эта система, и данные Коши 
(12) зависят от М, так что решение у, (x, A) зависит от номера М. 
Обозначим это решение ух (x, 

Решение улл (т, A) He разлагается в асимитотический ряд вида 
(5) на отрезке Г. Точнее, такое АР существует, но оно не является 
равномерным по x: вблизи точки x = а АР имеет характер погра- 
ничного слоя. 

Покажем это при N = 1. Рассмотрим систему интегральных 
уравнений (14) 8 2, где с, = 1, с, = 0. Нулевое приближение 
возьмем в виде Uy (x) = 1, и (x) = 0; тогда первое ириближение 
имеет вид 


x 


uy (x) = 4 4-074 Nar (é) dt, 


x 
ug (t) == ФА" \ ол (t) exp {2^5 (a, t)} dt. 
а 
Пусть 4 (x) > 0 для простоты; тогда функция 5 (x, #) как 
функция $ достигает наибольшего значения на пути интегриро- 
вания в точке # = a. Интегрирование по частям приводит к равно- 
мерному по хЕ- Г асимитотичеекому разложению 
N 
‘= | . Oy (г 
из (1) = — РИ (yas) - 
= 2Уа(т) 


1 OA), (28) 


d 
@) 


ЗУ 


Функция F = exp {24.5 (х, a)} — типичная функция типа погран- 
слоя, так как. 
Р(а,^) =1; lim F(z,4)=0, xa, 
2-00 

и заметно отлична от нуля только в малой, порядка A}, окрест- 
ности точки а. 

Мы ограничились исследованием нервого приближения, но 
можно. показать, что для решений и;, и, интегральных уравнений 
справедливы асимптотические разложения вида (23). 
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$ 4. Системы из двух уравнений, содержащие 
большой параметр 


1. Формальные асимптотические решения. Рассмотрим сис- 
тему 

Ya =A [ayy (2) ул - ал (2) у], у: = А аз (2) у, + аз (2) уз] 
с комплекснозначными коэффициентами а, (2). Запишем ее в мат- 
ричной форме: 


y = 2A (2) у, (1) 


где A (2) = (а, (2)). Пусть Г = la, b] — конечный отрезок, 
аз (2) © С^ (I). - 

Систему (1) можно свести к уравнению второго порядка, исклю- 
чив одну из неизвестных фувкций, но при ностроении ФАР удоб- 
нее оперировать непосредственно с самой системой. Будем пред- 
полагать, что собственные значения р! (x), р» (2) матрицы A (5) 
различны при всех х == Г. Тогда py.» (xz) = С^ (Г) и существуют 
линейно независимые собственные векторы е, (2), е, (1) матрицы 
А (x) класса С” (1). Матрица 7 (2) = (е, (x), е› (2)) приводит мат- 
рицу А (x) к диаговальному виду, т. е. 

T™ (a) A (2) Т (=) = А (2) = diag (р, (2), р» (2)). 
Пусть 21 (2), е (2) — строки матрицы 7—1 (2); тогда 
6 (2) & (2) = 8, @ (2) A (a) = py (2) 5 (2). (2) 


Будем искать ФАР системы (1) в виде асимитотического ряда 
y= SO) S207", (2). \3) 
k=0 


Подставляя это разложение всистему (1), получаем рекуррентную 
систему уравнений 

(А (2) — S’ (® I) fo (2) = 0, (4) 

(A (2) — S’ (2) 1) fins (@ = —fe (@), #=0, 1, 
Из первого уравнения следует, что S’ (x) — собственное значение, 
fo (2) — собственный вектор матрицы А (5). Положим 5’ (1) = 
= р! (x); тогда 
fo (x) = & (2) е, (x), 

где a (z) — некоторая функция. Функция « (x) определится из 
следующего уравнения: 

(А (2) — р: (2)0) Л (2) = —fo (& (5) 
системы (1). Умножая обе части этого уравнения слева на вектор- 
строку ej (x) и учитывая тождества (2), получаем 

& (2) 1 (1) =0, cel 
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Следовательно, 


а (т) = exp a \ ef (er(t) et} р 


Найдем вектор-функцию f, (1). Имеем fy (1) = а (x) е, (2) + 
-+ Qty (x) eg (x); подставляя в систему (5), получаем 
(Dz (2) ~ py (2) &e (2) es (2) = —fo (2). 
Умножая это тождество слева на вектор е (2), находим 
@ (1) eF (x) &, (x) 
1 (т) — р. (т) * 
Функция a, (2) при этом остается неопределенной; она находится 
из следующего уравнения системы (3). 

Продолжив эти построения, можно получить все члены разло- 
жения (2). Положив S’ (x) = р» (1), аналогично найдем второе 
ФАР. : 

2. Достаточные условия существования, асимптотики решений. 
Точка 2 Е J называется точкой поворота системы (1), если соб- 
ственные значения матрицы А (25) совнадают. Введем условия: 

1) Система (1) не имеет точек поворота, т. е. р, (2) 52 Po (1) 
при cel. 

2) Функция Ве (р, (2) — р. (2)) не меняет знак при z ЕН. 

Условие 2) будет обсуждаться в $8. Введем обозначения 


Oy (2) = 


Fs (ea) exp {А \ pj Qdt—S еда. (6) 


Напомним, чтое, (x) — собственные векторы класса CX (Г) матрицы 
А (a): А (x) ey (x) = py (2) ‘4 (2), а векторы ef (x) — строки мат- 
рицы (е (x), е› (2) * (ем. (2)) 

Система (1) имеет два решения вида 


N-1 
Y(t, 4) = 9; (x, ) [es (2) + Dy fie (2)A* + 0(A-%)|, Ао. (7) 


Здесь М > 1 — любое, асимитотика (7) равномерна по х = I 
и формулу (7) можно дифференцировать по х и ‘по №любое число 
раз, с сохранением равномерной по 5 Е= Г оценки остаточного 
члена. Решения у, (x, A), у. (x, A) линейно независимы при А, >>> 1. 

Пример. Рассмотрим систему (1) с эрмитовой матрицей 


a(z) с (2) 
ав [25 вн 
Здесь а (x), 6 (x) — вещественнозначные функции, с (x) — комп- 
лекснозначная функция. Собственные значения матрицы A (2) 
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равны 
ра = laa) +oe)tVD@), D=(a—d' ей, 


и система (1) не имеет точек поворота, если при «TJ вы- 
полнено одно из условий: 


а (a) 5-6 (2), 2 (1) #0. 
Имеем (здесь верхний знак берется при j = 1) 


2 (x) + ep (2) 
ое = [оо -ур] т 


7? 


re 


откуда следует, что система (1) имеет решение BAA. 


5 1 1 
W(t = у ii. 5 exp {a ом |: 


р e(t) | «(—5() (2) 40074 
Ce rh oat с ») ad} lesz) + OO) 


Заменив yD на —YD, получим решение у, (x, A). 
3. Дополнительные параметры и комплексные Х. Рассмотрим 
систему 


= AA (2, в) у. (8) 


Все утверждения, о. в$ 5, п. 1.5, для скалярного 
уравнения второго порядка, справедливы для системы (8), если 


в условиях 1), 2) заменить Yq (2, в) на py (x, п) — Py (2, в). 


$ 5. Системы уравнений, близкие к диагональным 


Рассмотрим систему из п уравнений 
= (А (2) + Ba) у (1) 


на полуоси Rt: д > 0. Здесь A (x), В (x) — квадратные матрицы 
порядка п, у есть п-вектор, матрица Л (x) — диагональная, с ди- 
агональными элементами р, (x), .. ., Pn (1). Будем предполагать, 
что Л (2), В (2) ЕС (R*). 

Основные результаты об асимптотике решений систем вида (1) 
при 5 —> со удобно формулировать не при п == 2, а сразу для про- 
извольного п. | 

Если В (x) =0, то система (1) распадается и имеет DCP 


G; (0) =exp {J р да fy FHA. 
Xe 
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tae fj; — вектор с комнонентами 5;,. Естественно предполагать, что 
если элементы матрицы-функции В (2) малы при x > 1, то реше- 
ния системы (1) близки к вектор-функциямй; (x). Приведем соот- 
ветствующие достаточные условия. 
1. Почтн диагональные системы. Система (1) называется 
почти диагональной. CCAM 
lim | B(x) =0. (2) 
xe 
Однако этого условия недостаточно для того, чтобы решения си- 
стемы (1) были близки к ренениям диагональной системы. Введем 
условие: 
1} при некотором j u при k 52] 


Ве (р, (1) — р; (z)) Se > 0, хта>0. (3) 


Теорема (Перрон). Почти диагональйая система (1) имеет 
решение у; (x) такое, что 


2 . Е уз (=) 
0, ish, lim i= Tay Pk @) =0 


Это решение предетавимо в виде 


уз (1) = ехр | p;(t) dt 4 Ш вай [+ и; (2, 4) 
timp Е | 2; 47) | =0. 


Если Re (рул (2) — р) (2)) > ¢ > 0 при всех j, то система (1) 
имест фундаментальную матрицу У (2) вида 


У (2) = [7-6 (z)] exp {( A(t dt+ ( Ay (1) at} . (5) 


Ro 
Здесь A, (x) — диагональная матрица и 
Lim А (о) | Lim О (2) | =0. 6) 


х>^ 


Асимптотические формулы (4), (5) — довольно грубые. Дей- 
ствительно, 


x 
у (т)ехр {- \ Px (t) at} — хр {0(2`}, х->х. 
Xo 


Правая часть этой формулы может, например, стремиться к Get- 
конечности при x—> co, Уточнить этот результат без дополни- 
тельных предположений относительно поведения матрицы-функ- 
ции В (x) при 1- со нельзя, даже при п = 1. 


en 
> 
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Приведем результаты, аналогичные теореме Перрона. Пусть 
при некотором j и при всех А ~ j выполняется условие 


|| B (2) | = 0 (Re (р; (2) — px (2))), х— 00. . (7) 


Тогда система (1) имеет решение у; (5), для которого справед- 
ливы оценки при x > 2 > 1 


0 слехр (Ве 5; (zo, 2) — (61-9) | < 


<; (2) | <esexp {Ве 5; (аз) 4+8) [В@|ай, 
Е Xo (8) 
8; (0,2) = p;{t) dt. 


Здесь 6 >> 0 может быть выбрано сколь угодно малым за счет 
увеличения 2%, а постоянные с» можно выбрать не зависящими 
OT 40. 
Из (8) следует, что 
м In fly; (2) 
Веб; (1..7) 


>>> j 


= 


Если условие (7) выполнено при всех j, то решения у, (2), ... 
ty Yn (2) образуют DCP, 
Пусть A (2) =: const, В (2) > 0 при 2 -+ oo. Тогда оценки (8) 


справедливы при всех j — 1,.. ., п; собственные значения матри- 
цы А могут быть произвольными. В частности, : 
_ Inf y;(2)/ 
lim ——+— = Re 4,. 
x 
x 


2. Г-диагональные системы. Система (1) называется /-ди- 
агональной, если | В (2) | Е [Л Ю, 0), т. е. 
} 12 (2) 142 < =. 9) 
о 
Введем условие, аналогичное условию 1): 
2) при х >> 1 разности Ве (р; (x) — p, (2)) не меняют знак 
при j фиксированном и при всех А. 
Теорема (EH. Левинсон). С-диагональная система (1) имеет 
решение у; (x) такое, что 


x 


у; (2) = exp {\ pj (t) dt} [fj + и; (2), lim [uj (2) J =0. (10) 


Напомним, что f; — вектор с компонентами 5;,. Если условие 2) 
выполнено при всех j, то система (1) имеет фундаментальную 
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матрицу У (2) вида 
х 
Yi) =[0 ЕО Clexe if ла, limJU(@)f=0. (41 
xo 

Условие 2) будет обсуждаться в $ 8. 

Теорема Левинсона допускает следующее уточнение. Будем 
говорить, что А принадлежит классу A, (1), если при 0 <1 
< с выполняется неравенство 


Ве S,5 (Е. 2) < ск; < 00, 


где обозначено 


& 


8,5 (t, 2) = \ [p. ‘t) — p;()] dl. 
i 


Далее, & = H, (j), если 
lim Re S, ; (0,2, = —х. 
xXx 
Пусть каждое А =1,..., п принадлежит к одному из классов 
Н, (j), Hy (7. Тогда Г-диатопалъьная система (1) имеет решение 
у; (т) вида (10). Для остаточного члена и; (x) справедлива оценка 


ое «сия ета + 2 ( Jexp(Sistt 201 BOM at. (12) 


=Н:() x 


Если имеется более точная информация о функциях | В (2) | 
ир. (1), то оценку (12) можно уточнить, применяя метод Лапласа 
асимптотической оценки интегралов. 

Примеры. 1. Пусть все собственные значения р, (x), ... 
...) В» (1) — чисто мнимые. Тогда 

в 
ID @wi<ef Bola, 


x 


где U (2) — матрица-функция из (11). Действительно, в этом слу- 
чае условие 2) выполняется при всех j, ил ЕЙ, (j) при всех k, j. 
2. Пусть ] таково, что 


Re ру (2) < Вер, (2) 
при д >> 1 и при всех k. Тогда 


Су Ве. 


Некоторые результаты 06 асимптотике решений систем урав- 
нений будут приведены в гл. У. 
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3. Двойная асимптотика. Рассмотрим систему 

= [AA (2) + А, (2) + ХВ (a, МУ] у. (13) 
Здесь матрица A(x) та же, что и в системе (1), Л, (2) = 
= diag (pf (2)... 5 ph? (2) и 

| B(x, AY < СЬ(=, iy b(t) dt <Z © (14) 
при x > a, ^ > №. В этом случае, при некоторых условиях от- 
носительно матриц-функций A, A,, можно получить асимитоти- 
ческие формулы для решений, пригодные и при х- oo, A> 0 


фиксированном, и при A> + с, х фиксированном. Имейно, 
пусть при некотором j и при всех k =~ j выполнены условия 


{ [Re (p; (2) — px (2) [dx = =, (15) 


Re (p$? (x) — pf? (3) = о (Re (р; (2) — р» (2))), т о. 
Тогда система (13) имеет решение вида 


у; (т, ^) =ехр {a К p;(t)dt+ { р (2) at} [4 + atu; (x, 474]. (16) 


При этом для любого А, > № > 0 существует x (A) < со такое, 
что при ^>А,, «>> x (d;) выполняется оценка 


2; (=, A) | <A; (2), limk; (2) =0. (17) 


Если эти условия выполнены при всех }, то система (43) имеет 
ФМ вида 


Y (ce, W= [I 4270 (а sexe ff A — vat} , 
19 (A>) | Sk), Vim k(2) = = 
4. Скалярные уравнения. Рассмотрим уравнение 


y+ Хаит —0 (18) 


на полуоси А*, где g, (x) — комилекснозначные функции, 
Gx (2) ЕС (Rt). Пусть 


Чк (2) == ах + гк (т), Ме < 58 
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ир:,..., Pn — корни уравнения 
п 
Pa+ У ар” =0. 
КЕ 
По теореме Левинсона уравнение (18) имеет ФСР вида 


У (a) = ake? [4 +0(1)], х-— о, 


rye j,k age ‚п. 
Пример. Уравнение  Поблинтера 


уни фо 


при условиях Е > 0, V (2) <= Ly (—oo, со) имеет две ФСР такие, 
что 


wip (a) = etl 0), 2 +, 
Via (@) = et 4 off), 2+ — 00, 


где k = 2mEhh. 


$ 6. Асимптотика решений 
при больших значениях аргумента 


1. ВКБ-приближение. Рассмотрим уравнение 
y"—q(zy=0 (4) 


на полуоси Rt, где, 4 (2) = С° (В*). Будем предполагать, что 
условия 1), 2) из $ 3, п. 1, 2, выполнены при больших х, т. е. 


4(2) #0, Ве а (2) >0, #>1. 
Введем обозначения 


5 (то, x)=) Vow dt, Gy (= в =) —=> PR (x) 


р (2) = J la (t)|dt. 


1.1. Главный член асимптотики. Пусть д (5) Е 
= С? (В*). Если сходится интеграл 


© 


| ou (t)| dt <oo, "  @) 

то уравнение (1) имеет MCP вида 
Yr (1) = 911 (2) exp {4:5 (x, 2) + г, (2)], (4) 
lim в (x) == 0. (5) 


х—> 


Au УРАВНЕНИЯ П ПОРЯДКА HA ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ гу, Th 


Для остаточного члена =. (x) справедлива оценка 
[ег (2) | < Cp (2). (6) 
Все оценки, которые приводятся в этом параграфе, выполняются 
при 2 >> 1. 
Для репения уз формулы \4)— (6) — прямые следствия ВЕГ- 
оценки (11; $ 2 ири 6 == со. 
Несколько сложнее оцениеается остаточный член г1 (2). Возмож- 
ны два варианта. 
А. ReS(0, +00) < со; тогда для 2, (1) справедлива оценка (6). 
B. Re § (0, --со) == + №; тогда 
x 
ler @)i< Clow) | +) [es |1 (6) ide]. (7) 
Xo 
1.2. Уравнение (1) с вещественной функ- 
цией q(x). Возможны два вариаята. 
А. Неосциллирующие решения: 4 (52) > 0 при х >> 1. Тогда 
Yr,a(%) — TM! (2) exp {4-8 (т, x)}. 
Если, кроме того, 
Ч' (2) 4%? (2) -> 0, х— о, (8) 
5 (0, оо) = -+ ®, (9) 
то при 5 — oo 
ул (2) > о, у, (2) —0. 
При этом решение у, (x) экспоненциально убывает, а решение 
yi (2) экспоненциально возрастает. 
Решение у» (x) однозначно определяется своей асимптотикой 
на бесконечности: если решение у (x) таково, что 


у (<) ~ 9! (2) exp {—S (x, 2)}, 2—0, 
то у (x) = у, (<). 
Решение у» (x) обладает следующими свойствами: 
lim уз (2) =0, 
хо 
В se (10) 
SI @lax<oo, J fa) абв аа < о, 
rye p > 0, г — любое. Действительно, из условий (8), (9) и пра- 
Buna Лопиталя следует, что 
: _Ing (2) : 7.9 (2) 
pene 5 (20, 2) pe 48! (2) 
и первое из соотношений (10) доказано, так как 
lim exp {— S (xo, 2) + т ша (2)} =0 


x00 
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при любом т. Далее, при и > 0,2 > 2,1 


\ 4" (t) exp {— пб (zo, t)} dt = 


} VT Bexp (mJ (1) S (emt) de, 


ry sy 


> УГ P| 4 az 8 (Lo, t)p dt = 
т 


Sa const, I> oO, 


и последние два из соотношений (10) доказаны. Если решение 
y (x) удовлетворяет любому из соотношений (10), то у (5) = 
= const Ys (x). 

Б. Осциллирующие решения: g (2) < 0. Рассмотрим, для 
удобства, уравнение 


y" +a (xy =0, (11) 
и цуеть 4 (2) > O при х >> 1. Это уравнение имсет DCP вида 
the (2) == 4" (x) exp {HIS (2., 2) - в (2)]. 


При этом и для а, (2), и для в. (x) справедлива оценка (6). 

Оба решения у, (x), у. (х) однозначно определяются своей асимп- 
тотикой при x —> oo, Если выполнено условие (8), то эти решения 
однозначно определяются краевыми условиями тина условия из- 
лучения Зоммерфельда: 

lim (y/y “1 iq (a) = 0. 


х-^ 
со 
Если интеграл аа сходится (расходится), то все 


решения уравнения (11) принадлежат (не принадлежат) простран- 
ству С, [0, оо). 

1.3. Анализ условия (3). Если 4 (x) = 2%, то условие 
(3) выполняется при a > —2. Для а целого это означает, что 
x = co — иррегулярная особая точка уравнения (1) (гл. I, $ 2). 

Укажем некоторые классы функций, для которых выполняются 
условия 1), 2), (3) и (8). 

1. 4(2) = а, a> —2, a0. 

2. 4 (2) = а (Ig z)*, — © За< о, af. 

3. 9 (1) = аехр {52°}, &>0, 60, а-=0. 

Таким образом, 4 (2) может расти при 5 -> с с любой ско- 
ростью и даже может убывать, но не медленнее, чем х?. Условие 
(3) означает некоторую правильность поведения 4 (x) при х > 00, 
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Если 4 (x) при x — со ведет себя так же, как и в случаях 1—3 
(например, 4 (x) ~ az%), и если эту асимптотику можно два раза 
дифференцировать, то все перечисленные выше условия выполня- 
ются. 

Асимпитотические формулы (4) справедливы и в том случае, 
когда функция 4 (x) имеет конечную особую точку ту, T—> Xp. 
Пусть Г = [т, ль + 81, 6 > 0, 9 (1) = С? (1), условия 1), 2) 
выполняются при г [= Ти сходится ‘интеграл 


We фа. (3) 


Тотда справедливы формулы (4), где 2; (2) > 0, r > ap. 

Если g (x) = a (x — то), © 0, то условие (3’) вылолняется 
при a < —2 и пе выполняется при & > — 2, Отметим, что при 
© = 2 точка xz есть регулярная особая точка уравнения (1). 
В этом случае асимптотика ретений имеет несколько иной вид. 

Пусть 


ane 4’ т : 7 


и при г > 1 ограничены AG 
ехр {+ #5 (1)}, Si) = \ VG TOV 1 -- Trey dt, 


Тогда уравнение (11) имеет BCP такую, что 
Mie (x) ~ 74 (x) exp {E18 (2)}, 
(в) ~ (—y + ГУТ ЗУ exp (+ 18 (9) 
при x— oo. В частности, эти формулы справедливы, если 
q(x) ~ ат? то, а>0, aX 1/4, 


(12) 


и если эту асимитотику можно дифференцировать. Формулы (12) 
можно записать в виле 


Yaa (2) = 5 Уа—й+5, x5 00, 


1.4. Дифференцирование асимптотики 
Пусть выполнены условия п. 1.1 и условие (8). Тогда асимптоти- 
ческие формулы (4) можно два раза дифференцировать, т. е. 


12 (2) ~ (+/а @)) 9" (2) exp {4-8 (хо, 2)}, to, 1 = 1,2. 


1.5. Следующие члены асимпитотического 
разложения. Сравнение формул (4) $5 и (7) $ 3 показывает, 
что главный член асимптотики решений уравнения у” — ^24 (5) у = 
== 0 имеет один и тот же вид и при конечных 2, А-— --оо, и при 
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А =1, х— +0. Это справедливо и для следующих членов АР: 
асимототика решений уравнения (1) имеет вид (5) $ 3, где А = 1, 
при условиях типа правильности поведения функции 4 (x) и ее 
производных при z — oo. Грубо говоря, это условие состоит в том, 
что последовательность {a; (x)} должна быть асимптотической при 
д — oo (функции a; (x) см. в $5, (4)). 


Пример. Пусть 4 (2) = 22 (2), где ® > —2,ф(х -3 Qnz™ 
и этот ряд сходится при х > ry > 0. Тогда при x -> © 
ay (a) суд, By = 0/2 — (9/2 + 1) +1), 


где с; — постоянные, так что последовательность {a, (1)} — 
асимптотическая. Это же верно для любой из функций 4 (x), рас- 
смотренных в и. 1.3, 


(а 


Введем функции ay -3 (+ 1)’a; (2) и сделаем преобразо- 


Ly’ [а ay ыы 


При М = 0 oro преобразование совпадает с введенным в $ 1, п. 4. 
Тогда уравнение (1) сведется к системе 


| WANN нах aay ay ]щ 

из aay | -чраутах —atahay tay Lup | 
Эта система будет Г-диагональной ($5) при условии, что схо-. 
дятся интегралы р (zp, со), где 


вание 


ew (to, 2) =} [4—2 — а ау вы. о (43) 


В этом случае уравнение (1) имеет два решения вида 
рае): (eyexp |) WoO dt 4- day jas ав +- (9), 
° (14) 
“rye &1,2 (2) > 0 при т- oo. Справедлива оценка 
| & (2) | < Срм (2, оо). (15) 
Если 4 (x) имеет тот же вид, что и в приведенном примере, то 
в; (1) = 0 (22%), by = (9/2 + +1) 


при z-» oo, j = 1, 2. 
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2. Дополнения. Все асимптотические формулы для решений 
при 5 — oo, приведенные в этом параграфе, по существу опира- 
ются на теорему Левинсона об асимптотике решений /.-диагональ- 
ных систем (§ 4, п. 2). Приведем некоторые, более тонкие резуль- 
таты. Рассмотрим уравнения 


у (Е + а (3) у=0, (16) 
— (1+ а (2) у=0, (17) 
lim a (xc) == 0. (18) 


Пусть выполнено условие 


< 


ео <2, | (19) 


ren > 1 — pe число. При п = 1 асимптотика решений при- 
ведена в ae р: Рассмотрим случай n> 1. 
А. п . Уравнения (16), (17) имеют PCP вида 


из (®) — exp {+ 


= 


ja at)}, т-- 00, (21) 


xy 


Yat) ~ exp { + (- 


Примеры. 1. Уравнение 
у" — (1 гл эт 2) у =0, 12a, 


удовлетворяет условию (19) при п = 2. Асимитотика решений 
при x2 -—» © имеет вид 


Ул» (2) -= exp {- (2 — 2" cos z)} [1 + 0 (1)]. 
2. Уравнение 


УИ =" (a + sin в] у =0, 652 +2, 


где а, 6 — вещественные константы, имеет ФСР такую, что при 
i> © 


Yio (2) = exp {+i (2 + а № <)} М + о (4)] 


Заметим, что формально можно получить формулы (20), (21) 
из формулы (4): 


У а@®=1+-- 28) +067 8), 20, 
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так что 


х 


ут Fa@d=2++(aer+ 0(0 (1) + 


х 


+ оби С=а+3 Де + C'+ o(l). 


Б. n = 38. Уравнение (17) имеет OCP вида 
tha (2) — 


~ exp + -(2+5 jae и {20459 eta 4, I> xX, 


Xo 


Эти формулы не допускают дальнейших упрощений. 
Аналогичные формулы справедливы при любом п`> 1, но с 
ростом n они становятся все более громоздкими |3]. 


$ 7. Двойные асимптотики 


1. ВКБ-аеимитотика. Рассмотрим уравнение 
y" — № у=0 (1) 


на полуоси В*, где g (2) == C» (В*). Пусть одновременно выпол- 
нены условия из $ 3, п. 4.2, и из $ 6, п. 1.2, т. е. 


x 


9(2) 5-0, Ве У) >20, 2=Rt, \ or(e)|de coo. (2) 


Покажем, что тогда можно получить асимитотические формулы 
для решений уравнения (1), пригодные одновременно и при 2 
фиксированном, ^-х -- 0, и при A > 0 фиксированном, x —> co. 
Введем стандартные обозначения 


5 (eo, 2) =\ vite. p (2) y=} 1m © (0146, (3) 


qj (x, A) =а"!! (2) exp (428 (xo, z)}, 


где знак плюс (минус) берется при j = 1 (j = 2). Будем также 
предполагать, что 
lim q' (2)/q?/? (x) = 0. (4) 
к 
1.1. Убывающее решение. Пусть Ве (0, 0) = 
= --со; тогда уравнение (1) при фиксированном ^, >. 0 имеет 
единственное, с точностью до множителя, решение у, такое, что 
уз (оо) = 0 ($ 6, п. 1.1). Нормируем его условием 


уз (1, A) ~ 9; (е, ^), T+, 
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которое выделяет единственное решение при любом 2 > 0. При- 
меняя ВКБ-оценку (11) $ 2 при 6 = со, получаем 


ее 


- Эта оценка справедлива при < > 0, ^_> 0. Так как р (0) < о, 
о (co) = 0, то правая часть  перавенства (5) я к нулю, 
ira 
a) ^ > + oo равномерно по x > 0; 
6) х— co равномерно по A == [^., оо), где Ay > 0 фиксиро- 
вано, 
Таким образом, асимптотика вида у, ~ J, является двойной. 
Фиксируем A, >> 0; тогда из (5) получим, что 


Ya (a) = (в, 1+6, 5], (6) 


где при 220, A> № выполняется оценка 
|2 (2,^)| < с\ | 21 (t)| de. (7) 
x 


Если решения у, Yo линейно независимы, TO |у | -> co при 
4 > oo. Растущее на бесконечности решение обычно не продстав- 
ляет интереса как не имеющее физического смысла. 

1.2. Осциллирующие решения. Предположим, 
что Веб (0, со) < 00; это условие выполняется, в частности, 
если 4 (2) < 0 при ze S 1. Тогда уравнение (1) имеет два решения, 
которые осциллируют при 2 > 1 и однозначно выделяются Kpac- 
выми условиями на бесконечности: . 


Uy (, №) 0, №, ero, f= 1,2. 


В этом случае представление (6) и оценка (7) справедливы при 
j= 1,2. 

1.3. Высшие приближения. Пусть функция 4 (x) 
удовлетворяет условиям (2), (4) и условиям из $ 6, п. 5. Тогда 


в x 
Че, №) =H; (a, Mexp{ № СЕ | ада И + AAG 55 @ A) 
hea Xo 
| gy (AVIS Ce (8) 
при ^ > №, > 0. В условиях п. 1.1 эти формулы справедливы 
для решения у», в условиях и. 1.2 — для решений уз, Yo. 


2. Полюс второго порядка. Пусть 


4 (2) = 2p (2), ie 
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гдер (0) 52 0, р (x) = С® при малых х > 0. Тогда 
1 


see). reas 40 
ЗУ: °” 9) 


о (2) ~ 


0 
и интеграл (| а, (x) | 4х расходится. В этом случае оказывает- 
ся непригодным ВКБ-приближение 


Yao (2) — 74 (x) exp {5 (2p, 2)}, ш- +0. 


Пример. Пусть p(x) = а. Тогда (1) есть уравнение Эйле- 
ра и cro решения равны 


уз 29), = (1 Иа +) ‚ ]=1,2, 


в то время как ВКБ-приближение равно 


1—2, х-»0, В; =--а +h Va). 


Показатели aj, В; не совпадают, но при ^>>>1 различаются на 
малую величину порядка О (7). 
Оказывается, что если вместо A ввести параметр 


д == И”+ 


то ВКБ-приближение станет пригодным. Сделаем преобразование 
того же вида, что и ви. 4 $ 1: 


Ир ту , (11) 


peste tele TL) (a VT) 


Torga уравнение (1) сведется к системе 


(вия ое нае: aN) 


(13) 
Eh Re Fs Е 
Oy (x* == Oy (2) ЗУ: ° 
В силу (10) функция @, (x) = C> при малых х > 0, так что к си- 
стеме (13) применимы результаты $ 4. 
Если 4 фиксировано, 4А?р (0) == —1, то уравнение (1) имеет 
решения у1, Yo такие, что 


у; (2,1) Hj (@, 1), 1-0. (14) 


„Заметим, что функции 7; (z, и) являются точными решениями 
уравнения (1), если 4 (1) = (ax? + br +c), 
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Перейдем к двойным асимптотикам. Из (14) следует, что 
Ул, (2, A) ~ auetnVPO, д +0, (15) 


Возможны следующие варианты: 

А. р (0) == (—oo, 0]. Выберем ветвь корня так, чтобы 
Ве Ур (0) > 0, и пусть 4 >> А, 5 1. Тогда у: > со, y, > 0 при 
a» --0, и потому существует единственное, с точностью до пос- 
тоянного множителя, решение у, такое, что у» (+0) = 0. Норми- 
руем его условием 3 


Yo (т, №) — 7» (т, и), =— +0. (16) 


Такое решение единственно. Для этого решения имеют место фор- 
мулы (6)—(8), в которых следует заменить A на”р и <; на 4. 
Функция @, (x) имеет вид (13), а функции %; (x) при j > 1 удов- 
летворяют тем же рекуррентным соотношениям, что и функции 
3 (2). oa 

Б. р (0) <0. В этом случае Ур (0) — чисто мнимое число, 
так что | yy. | ~ Ух при 2-> +0. Условие 


ys (2, №) — 7, (т, в), e—> +0, 


однозначно определяет решения Yy, Yo, для которых справедли- 
вы формулы (6)—(8) с теми же поправками, что и в случае А. 
3. Уравнение Штурма — Лиувилля. Рассмотрим уравнение 


у’ — (4 (2) -Му=0 (17) 


на полуоси В", где А >> 0 — параметр. Пусть функция 4 (x) ве- 
щественна, g (x) = С? (В*), gq’ (7) > 0 при #1 и 9g (+o) = 
= + со. Уравнение (47) при A >> 1 имеет единственную точку по- 
ворота ху (A) = gt (A), Zo (-+-00) = +. Приведем асимитоти- 
ческие формулы для решений, пригодные вне некоторой окрест- 
ности U (^) точки поворота; размеры U (^) зависят от скорости 
роста функции g (x) при x — со. Введем обозначения 


Ра (м, №) = и — 9) exp{ti | Уч, #5, 
an) 
(18) 
Яо (x, 4) = (q(a) —Ay 4 exp{— | yaW—Xat}, #2 ao(d). 
хк^) 


Все корни в этой формуле арифметические. Всюду ниже /, > № > 
> 1. 
34. Функции g(x) степенного роста. Пусть 


9 (2) —а2, >, a>0, а 0, 
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и эту асимптотику можно два раза дифференцировать. В этом слу- 
чае т, (A) — (^/а)=. Положим 

К ian), ь (0) = | Каз) М, 
где N (A) — любая положительная функция такая, что N (+ со) = 


= + oo. Уравнение (17) имеет решения у; (т, ^), } = 1, 2, такие, 
что при 0 35: (dh) справедливы оценки 


Uy (@, = а, МИ (в, Тез (е, IS СМ (A). (49) 


Оба эти решения быстро осциллируют при 4 >>> 1; их можно вы- 
брать комплексно сопряженными. Если 0 < x < ky (а) Ч, где 
ky — постоянная, 0 < № < 1, то из (19) вытекает оценка 


] ва, (х, a) | < CAPM, 


Уравнение (17) имеет решение у, (x, A) вида (18) такое, что при 
т, (4) Sx оо справедлива оценка 


Yo (=, №) = Fo (a, А) М + во (2, AN], 
/ 1/2 ax® \-Иа-м 
leo(esa)|<Cn—venvie | (22g) + (et 9, 


Правая часть достигает наибольшего значения при x = x, (A), 
так что 


| & (x, №) | < С LN (A) + Aor), 


Поэтому асимитотика у, (x, A) ~ ff (z, A) является двойной: ос- 
таточный член 2,(, 4) > Ou при A фиксированном, x —> oo, и при 
X— + oo. Решение у, убывает при д - oo, и у, (+ 0, A) = 0. 
Второе линейно независимое решение экспоненциально растет 
при 5 > со. Приведенные асимптотические формулы можно диф- 
ференцировать по x, А любое число раз, с сохранением оценки ос- 
таточного члена." 

3.2. Быстро растущие функции q(x). Поло- 
жительная при xz > 0 функция | (xr) называется медленно расту- 
щей, если Е 


2 al’ (zx) 
та = 
Для такой функции 
1 (ka) 
М мар" xt) 


равномерно по z, лежащему на любом конечном интервале. 
Функция 1/1 (x) — также медленно растущая. Примеры медленно 


3 M. В. Федорюк 
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° 
растущих функций: 
(in z)*, —©ю <а< о; (Ш: (Ша, — ха; 


exp {(In z)*}, «< 1. 


Введем условие: функции 4'(4`* (x))/z, g” (9 (x))/z являются мед- 
ленно растущими, и 

lim —C_ — 

ze 9 (2) V9 (2) 
Эти условия выполняются, например, для функций g (x) вида 
м В, а > 0; P (z)e2, где P, О — полиномы, Q (+ со) = 


Как видно из ВКБ-оценок ($ 2), остаточные члены в формуле 
(19) не превосходят величины С (J, + J), где 


x в x 
НЫ) а 
иена], ы [зе аня 1 


Здесь а = 0 при} = 1, 2, а = со при} = 0. 
Оценим J, при а = со. Делая замену переменной t = 4 (x)/d, 
д = (At), и используя (20), получаем 


зв 299009) 
—А-3/2 
=k | see ae at < 


<) | тт < 
aah 


«баз gt ay| (A — 1" + (42) "]. 


Аналогично оценивается Го. 
Пусть М (A) — положительная функция, М (+ со) = + ©, 
ая 7. —_а-ь| 9” (91) |? 
а тури, у | SEY | 
Из условий на q (x) следует, что а; (+ со) = 0. Положим ky (^) = 
= М (^)а; (A), К (A) = max (ky (A), А, (^)), и пусть х_ (A) — такая 
точка, что 1 — 14 (х_ (A)) == k (A). Уравнение (17) имеет реше- 
ния Yr, У» вида (19) такие, что при O< 1<г (A) справедливы 
оценки 


| 21, (2, №) | < CN? (4). 
Если *_ (7) — такая точка, что 
gq (в. (^)) —1 = ky ОЗ <1, 
то при 0 <x < ¥#_ (A) справедлива оценка 
Рена (2, AVIS С (42° (+ ah? (A), 
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Пусть х, (^) — такая точка, что №4 (т, (A)) —1 =k (A). 
Уравнение (17) имеет решение уз вида (19) такое, что при x, (^) < 
< 1 < c справедлива оценка 


р -3/! y \-41/3 
Jeeta Ay < Ca? (ay| (222 — 1) + (HY + 
+ Cay? (+46 Hy", 
В частности, | 2 (x, A) | < C’N~8/? (2) и Yo (+ с, A) = 0. Acumn- 
тотика Yo (2, ^) — To (x, 4), Kak и в п. 3.1, является двойной. 
Если 4 (x) = A exp {Ba*}, где А, В, а > 0, то 
al? (n) ~ С (A) ~ сми (In Ха, A> +00. 


§ 8. Контрпримеры 
1. Пример Перрона. Рассмотрим систему 
у: = —ay,, у = (sin In z + cos ша — 2а) у, + be yy, (1) 


где а, $ — постоянные, 0< a < Y 2. При b = 0 система распа- 
дается и имеет решения 


y{ (2) =е“, ц (x) = exp {x эп ln 2 — 244}. 


При b # 0 ее решения имеют вид 
x 


ya (x) = cry! (2), Yo (2) = уз (a)(ca + bea (exp {—tsin Int} dt). 
Система (1) имеет вид 
У=А (у В(ту, Ba =|, eax le 


где A (2) — диагональная матрица. Очевидно, что 


18(2) 1—0, 2-0; 18014 < о. 
Однако условие 2) $ 3 не выполняется, так как функция 
Re (pq (1) — р, (z)) = sin In z + cosInz —a 


имеет бесконечно много нулей Ha полуоси x > 0. Положим с; = 
= с, = 1; тогда 


ne) уз (2) as 
и (=) ея v2 (2) НО tsin Int} dt. 


Отсюда следует, что lim у; (x)/y$ (2) = оо. 
оо 


3* 
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2. Системы с параметром. Рассмотрим систему из двух урав- 
нений 
у=м (Фу 


на отрезке J =[—6, 6], 6 > 0. Пусть р, (2), р» (т) — собственные 
значения матрицы A (2). В $ 4, п. 2, были приведены асимптоти- 
ческие формулы для решений системы при следующих предполо- 
жениях: 

1) р: (т) 52 р» (2), cel; 

2) Ве (р, (x) — р» (2)) не меняет знак при zc Г. 

Если выполнено только условие 1), то система имеет тем не 
менее два формальных асимптотических решения вида (7) $4. 
Но если условие 2) не выполняется, то может не существовать ис- 
тинных решений системы © такой асимитотикой. Приведем при- 
меры. 

Примеры. 1. Рассмотрим систему 


yi= 0, yor (e + i) yy му (2) 


на отрезке J, где а (2) <= С* (Т). В данном случае р, (x) = 0, 
Рз (1) = x -| i, так что точек поворота нет. Однако условие 2) 
не выполняется: функция Re (p, (x) — py (т)) = х меняет знак 
на отрезке I, 

Одно из ФАР системы (2) имеет вид 


¥ (2) = 14 O07), уз (®) = (2) +0 (0), (3) 


rye b (x) = a (2) (x + й"'. Допустим, что система (2) имеет ре- 
шение (у;, yo), для которого справедлива асимптотическая форму- 
ла (3) при ^/-> --со равномерно по х <= Г. Тогда функция а (7) 
аналитически продолжается в комплексную полуокрестность точ- 
Kuz = 0 вида |х | Зо, их > 0, р 0. 

Общее решение системы (2) имеет вид 


а 


Уса, Из == eS [с а \ e*S®a (4) |, 5 (2) = 22/2 + iz. 


© 


Из сравнения с (3) находим с, = О (\\). В тождестве у» = у 
положим c= —6, х = 6 и вычтем из второго соотношения пер- 
вое;; тогда получим 


5 
| e804 (1) а = О (N19), > + 00, 
6 


После замены переменной 2 = S (1) это соотношение примет вид 


(ef (зу аз == О (А), Ko + 00, (4) 
3 
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Здесь b = 67/2 > 0, у — дуга параболы 2 = it + 2/2, 6 <t< 
<6, f@) =a@ + 01, =2(. 

Воспользуемся следующим предложением. Пусть y — гладкая 
простая конечная выпуклая кривая в комплексной плоскости 2, 
f @) — гладкая на y функция. Пусть кривая y касается мнимой 
оси в точке z= 0, Rez > 0 в остальных точках кривой и Rez = 
=c> 0 на концах кривой y. 

Если выполняется соотношение (4), то функция f (2) аналити- 
чески продолжается с кривой \) в область, ограниченную кривой Y 
и отрезком, соединяющим ее концы. Следовательно, функция 
а (x) аналитически продоля‹ается в комплексную полуокрестность 
точки z= 0. Этот факт справедлив и для системы 


и =0, шли ду Е Аа (т)у 
при любом V > —1. 
2. Рассмотрим систему 
yi = 0, y= dw + ie) ye t+ м, (5) 
на отрезке J = [—6, 8]. Эта система также имеет ФАР вида (3). 
Покажем, что если 6 7 ¢ > 0, то не существует решения систе- 
мы (5), для которого справедлива асимитотическая формула (3) 
при A —> -+-oo равномерно по z Е= Г. 
Те же рассуждения, что и в примере 1, приводят к соотноше- 
нию 
d 2) 282 
F()= \ ехр {- i (iex + >} 45 == O (exp {- >}, А оо. 
6 
При ^ —> +00 имеем F (A) ~ const №1? exp {—Ae?/2}, и мы по- 
лучаем противоречие, так как 6 > &. 
Такое же утверждение справедливо для системы 


и =0, ye =A (et в) + AN, 
если М > —1. 


$ 9. Корни nocrosuHoii кратности 


1. Уравнение второго порядка. Рассмотрим уравнение 
у" — 22а (в, Му + 0 (т, V1) y = 0 (1) 


на отрезке J = [а, b] и 

a(x, 7) — Sa; (x4, Ва, A) ~ Уваж (2) 
В i=0 i=0 
при A4—> +oo. Условия на гладкость коэффициентов Te же, что 
ив § 3, п. 2.1. 
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Пусть корни характеристического уравнения 
р? — 2a, (z) р + by (1) =0 
совпадают при всех Le de т.е. должно выполняться условие 
аз (2) = В, (2), 2ЕГ. (3) 
В этом случае решения разлагаются в асимптотические ряды не 
по целым, а по дробным степеням i+. Действительно, подстановка 


х 
у==ехр {a Sat, A) 4} 
приводит уравнение (1) к виду 
2" № (z, 4) 2 = 0, (4) 
где 4 (т, 47!) разлагается в AP no степеням A 1, причем 
Чо (т) = by (x) — 2a (x) a, (2) — % (т). 
Уравнение (4) имеет вид (15) $ 3, с той лишь разницей, что не- 
ред коэффициентом 4 стоит множитель ^, вместо ^?. Поэтому ре- 
шения будут разлагаться в асимптотические ряды UO стененям 


№ Ч, если gy (1) удовлетворяет сформулированным в $ 3, п. 1.6, 
условиям. 


2. Системы уравнений. Рассмотрим систему из двух урав- 
нений 


у = 1A (т у (5) 


при тех же условиях на матрицу А, что ив $ 4, п. 1. Имеем 
А(т,^) — >) АДМ, Ао. 
= 


Пусть собственные значения матрицы А. (1) совпадают: р, (z) = 
== р» (т) = p (x), х = Г. Рассмотрим два случая. 
A. Пусть матрица А, (7) приводится к диагональному виду, 
т. е. существует матрица 7’ (5) класса С° (Г), невырожденная при 
хе Ги такая, что 
Т: (2) А, (2) Т (2) =р(@®)Т, cel. 
После подстановки . 


x 
y=exp fa V0) at} Т (x)z (6) 
система (5) принимает вид 
a = В (2, №, 


rye В разлагается в AP по степеням A}. Эта система не содержит 
малого параметра при старшей производной, и асимптотику ре- 
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шений можно получить только тогда, когда можно проинтегри- 
ровать систему 2’= B, (2) =. 
Б. Пусть матрица А. (x) приводится к жордановой нормаль- 

ной форме, т. е. существует матрица Т (x) такая, что 

pt oP (p\ [Р (2) 9(=) 

1-1 (2) А (21 @=| aes AE 
Подстановка (6) приводит систему (5) к виду 2’ = AB (z, №") в, 
где В (x, 1) разлагается в AP по стененям \/*. Имеем 


21 == Ag (2) 2, + Ви (2) 21 + Dye (2) > +... 
2 = Dgy (2) 21 Е Dog (т) 2 +... 
После подстановки 
д = Ули, % = Wy 
получим систему 


м] [Г 0 94) 1 ры 

[|= [vi ыы “0 |+o( VE [=]. (7) 
Эта система имеет вид (8) $ 4, с той лишь разницей, что ее матри- 
ца разлагается в АР не по степеням ^/*, а по степеням //\?. По- 


отому все результаты $ 4, п. 3, применимы к системе (7). Слу- 
чай Б встречается в приложениях крайне редко. 


$ 10. Задачи на собственные значения 


В этом и следующем параграфах приведены некоторые приме- 
нения приведонных выше асимптотических формул. Однако в за- 
дачах механики, физики и других прикладных задачах уравне- 
ния, содержащие большой параметр, имеют, как правило, точки 
поворота. Поэтому основные приложения асимнтотических мето- 
дов содержатся в последующих главах. 

1. Задача Штурма — Лиувилля. Рассмотрим задачу на соб- 
ственные значения на отрезке J = [а, 6]: 


у № (ру=0, rel, (1) 
y (a) = y (0) = 0. (2) 


Как известно [9], при g (2) == 0 эта задача имеет бесконечно 
много собственных значений /2. Требуется найти асимптотику 
собственных значений и собственных функций у, (x) при п-> oo. 

Пусть а (2) > 0 при Е Г, 4 (2) = C™ (Г); тогда 42 > 0 при 
всех п. Поэтому будем считать, что A, > 0. В этом случае асимп- 
тотика спектра и собственных функций хорошо известна [24] и 
рассматриваемый пример носит чисто иллюстративный ха- 
рактер. 
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Пусть у, (x, A), у» (x, 4) — OCP; тогда всякое решение имеет 
вид у = CY, + Yo. Краевые условия (2) приводят к системе 
двух линейных однородных алгебраических уравнений относитель- 
HO Cy, с». Так как (си, с») 5= (0, 0), то определитель системы ра- 
вен нулю и уравнение для собственных значений имеет вид 


| (а, А) у. (а, ^)| __ гы 
FO) =| ora) ив ° 6) 
Уравнение (1) имеет два решения, для которых справедли- 
вы АР: 
Уз (2, №) = 4 (2) exp {515 (=, ^)}, 


Saal У 4 +3 (hay в.а 


при А -> {со равномерно по 4 == Г. Функции В, (x) определяют- 
ся из рекуррентных соотношений 


i 


k 
Bo (x) = — ones » Bri) = Win (Br (2) + Ув. (=) в (z)). 
(5) 


Отсюда следует, что функции f,;., (2) — чисто мнимые, функции 
Bo; (2) — вещественные. Обозначим 


р (6) 
са = dt, c= —t\ Wd, b> 4. 


2 
Ряд © (A) и все последующие — асимптотические. Подставляя 
АР (4) в уравнение (3), получаем уравнение для собственных 
значений: sin Ф (4) = 0, так что Ф (A) = пл, п > 0 -- целое. 
Следовательно, для A, справедливо AP по нечетным степеням и": 


a 
An =D) алая. 
ка 


Главный член асимптотики равен 


b 
dn=an(( V7 Hat) * + O(n). 


a 
Коэффициенты 4, можио вычислить по формуле Бюрмана — Ла- 
гранжа: 


а № р 
4; = <r (=) (ат) 
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Найдем асимптотику собственных функций y, (x). Из первого 
из условий (2) находим, что у» (т) = с (у, (т, №) — у» (т, №), 
или Yn (2) = Im у, (5, An), так как решения Yj, у, можно выбрать 
комплексно сопряженными при хе. Нормируем функцию 

b 


Yn (2) условием и (2)4х=1; тогда получим 
a 


Yn (т) = с. g*/* (2) sin S (т, dn). 


Вид функции 5 указан в (4), с, — нормировочный множитель, 
который разлагается в АР: 


oe в 5 
5 4 
«=УИ-(а+У feet), sal eas. 
E+ her), rf 
Действительно, 
b b 
\ 411? 8 (a, An) 4х = |7 =. g'? cos 28 (т, dy) ах | 


и интегрирование по частям приводит к формуле для си. 
Этот метод распространяется на более широкие классы Kpac- 
вых задач, например, вида 


y” + №4 (x, Му =0, 
ало (A) у (а) + ал: (2) у (а) + Gao (A) у (6) {а (A) у’ (0) = 0, 
Dro (A) у (а) + Bay (A) у’ (@) + Dao (A) y (0) + bay (A) y’ (0) = 0. 


Здесь ay, (A), bj, (4) — полиномы от A с комплексными коэффи- 
циентами, 7 


q(x, A) = Say, A—>-+ о. 


Это АР равномерно по x == Г, gg (т) >> 0, функции 4, (2) при k > 
> 1 могут быть комплекснозначными. 

Если же 4 (xz) — комплекснозначная функция, то даже прос- 
тейшая задача (1), (2) почти не исследована. Приведенные в $ 8 
примеры показывают, что в этом случае, по-видимому, не сущест- 
вует «универсальной формулы» для асимптотики собственных зна- 
чений (ср. [10], гл. IV, $ 7). 

2. Задача Редже. Рассмотрим задачу на собственные значе- 
ния на отрезке J = [0, а], a > 0: 


—y" +a @)y = у, (7) 
у (0) =0, у (а) + iky (а) = 0. 


Здесь k — спектральный параметр, 


4 (1) = (а — 2)* г(2), г(а) 3-0, «> —1, (8) 
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тдег (x) = С° (Г), так что функция 9 (x) или ее производные мо- 
гут иметь особенность в точке 1 = а. Эта задача несамосопряжен- 
ная даже для вещественных функций 4 (7) и потому имеет комп- 
лексный спектр. В полуплоскости Im # < 0 имеется лишь конеч- 
ное число точек спектра, и мы исследуем задачу (7) при [т А > 
>20. 
Приведенные в предыдущих параграфах АР в данном случае 
неприменимы. Дело в том, что функция О (т, К) = # — q (x) 
при нецелом a >> 0 He имеет особенности в точке х = а, а все ее 
производные достаточно высокого порядка имеют. Поэтому для 
построения АР решений воспользуемся интегральными уравне- 
ниями 


x 
пе, шо t+ ae | — ete) g(t) ш 
0 


Пусть К (2, t, k) — ядро интегрального оператора; тогда, при 
Пи > 0, | К (zt, |< 1 [119 (0) bara naw {4 (Lat <> 
TO метод последовательных приближений exomner при ЕС: 
Ink>0, |k] > R31. Поэтому 
x 
ik # Е 4 
yr (e, ky et | 4 (1 — ett) g(t) dt + Oe 
В р | 
и эту ACHMUTOTHKY можно дифференцировать. 
Кроме того, у, (0, k) =1, и! (0, #) = —ik, так что решение 
У: (z, А) является целой функцией k при каждом фиксированном 
ЕТ 
Решение у, определяется из интегрального уравнения 
x 


yo=eHO—Mu., ua (= | x \ (емви-®) — -1)4 (t) из (t) de. 


а 


Это решение удовлетворяет данным Коши у, (а, №) = 1, уз (а, К) = 
= ik, является целой функцией k при каждом фиксированном 
zel,u 


x 
р i : 1 
Ys (ay) etre) | t+ | (ent) — 1) q(t) dt-+ O(4z)]- 
Возьмем собственную функцию в виде у = czy, + с›у»; тогда 


из (7) получим уравнение для собственных значений 
Ya (0) (и (а) + thy, (a)) — 2% = 0. 
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Используя АР решений, можно привести это уравнение к виду 
а 
P (he) = А-а (д dt = 2ik [4 + 0 (9). (9) 
о 
Применяя метод перевала, получаем 
Е (k) = ege72ike А-Я И + (6) (А), 


со ==ехр {i Sat 1))} 2-91 (+ 1) (a) 
при Im А > 0, k > оо, так что уравнение (9) принимает вид 
eta? — at (а) Г (& + М +O), 2 = —2ika, 
откуда находим асимптотику спектра: 


ky = 4 Hate) Inn +- x [(a -+ 2) In(— 214) — (a 4- 2) ша— 


Inn 
n 


~In(—r@l@+1)] +0 ( 


J, vos, 


При | & | > 1 спектр состоит из двух серий, отвечающих значениям 
n>Oun< 0. Если функция 4 (x) вещественна, то спектр состоит 


из пар (k,, —#,). 
$ 11. Задача о рассеянии 


1. Матрица рассеяния. Рассмотрим задачу о рассеянии 
[12] для уравнения 
УЕ Ma (фу =0, (1) 


где 4 >> 0, функция 4 (x) вещественна и непрерывна при всех 
ЕВ. 
1.1. 5-матрица и ее свойства. Введем следующие 
условия: 
1) Существуют конечные пределы lim 9(5)==9+> 0. 
хо 


2) Сходятся интегралы 
0 ‘< 


\ 1и2@- ух 142, \1Уа@-— Иа 4. 


—> о 
Torna уравнение (1) имеет две ФСР со следующим асимптотиче- 
ским поведением на бесконечности: 


а (2) = ae exp СЕМИ} И +0 (1)], = +00, és 
Viz (2) = a" exp Е Vox} И +0 (41)], 2+ —ю. 
Этими условиями решения yf определяются однозначно. 
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Решения yi, yi (Ya, Yo) описывают волны, бегущие направо 
(налево). Справедливы тождества 


(2) = ya (x), и (z) = y2 (2). 
При фиксированном 4 всякое решение у можно представить в виде 
у (т) = аул (2) -- су (2) = су (2) + cays (2), 


где с= — постоянные. Матрицей рассеяния называется (2 X 2)- 
матрица 5 (A) = (sy, (A)), которая определяется соотношением 


[5-34] ь 


Решения yj, Уз можно интерпретировать как волны, бегущие из 
—oco ииз --со к центру (сходящиеся волны), а решения yi, Уз — 
как расходящиеся (уходящие от центра на бесконечность) и рас- 
сеянные на потенциале 4 (x) волны. 

5-матрица описывает результат процесса рассеяния. Ee ос- 
мовные свойства таковы: 

1) 5-матрица унитарна, т. е. 

2 * — 2 2 3 fee = 

15 1? + 152 | |558 |? + | See | 1, suSer + 510822 = 0. 

2) $11 = Sq (это эквивалентно соотношению S (—A) = S* (A), 
где S* — эрмитово сопряженная матрица). 


1.2. Коэффициенты прохождения и отра- 
жения. Пусть решение у имеет вид 


y (2) = Ти (2) = и (2) + Ву (2). (4) 

При «> 1 у есть бегущая направо волна, а при х<<1 — сумма 

падающей волны у: и отраженной волны А, у». Числа T,, R, вы- 
ражаются через элементы 5б-матрицы: 

T,= за, В, = sy. (5) 


Величины |Т, |, | В, |? называются коэффициентами npo- 
хождения и отражения соответственно. Из унитарности 5-матри- 
цы следует, что | 7, |? + | А, |? =1 (закон сохранения потока 
энергии). Аналогично, если падающая волна бежит налево, то 


y (1) = Tye (#) = у (2) + Ви (2), 
Т- = 59, В- = |T-)? 51 В. |1 =1. 

1.3. Задача на полуоси. Рассмотрим уравнение (1) 
на полуоси Rt: 0 < x < oo и поставим одно из краевых условий 
при 5 = 0: 

y (0) =0, у’ (0) =0, и (0) +4 (0) =0, . (6) 
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где а вещественно. Решение у, удовлетворяющее одному из крае- 
вых условий (6), имеет вид 


У (x) = си (A) у, (2) +- с» (A) у» (2), 
где у; = и}. Функция 
5 (A) = — в ()/е, (0) (7) 
называется амплитудой рассеяния. Роль падающей волны играет 
бегущая налево волна с›у». Так как решение у можно выбрать Be- 
щественным, то с; (A) = с, (A) и поэтому 


15 @) [= 4. (8) 


1.4. Надбарьерное отражение. Пусть 4 (5) >0 
при ЕВ и быстро убывает при | «| — oo, так что все инте- 
гралы 

{м9 42, 71, 2,..., 
сходятся. Найдем асимптотику 5-матрицы при А — +00. 
Уравнение (1) имеет решения 
х 
Tha (0,4) = (дехр (3515 0,2)pexp {i ааа, А) at}, 
foo 


х < 
2) =\Уа 4, в = У в. 
о 1—1 
Функции В) (x) определены в $ 10, (5). Эти АР — двойные, т.е. 
пригодны при ^-> --с равномерно по Е Аи при 5— +00 
равномерно по /, > Ay > 0 (§ 6). Вторая PCP (ут, у»} имеет такой 
же вид, с той лишь разницей, ‘что интегралы берутся от — со дот 
и что АР для нее пригодны при z—> — оо. 
Имеем 
Я = A (A) Fr (we, A) + B (A) iz (т, A). 
Положив в этом тождестве и тождестве для первых производных 
2 == 0, из полученной системы уравнений найдем 


A (A) = вхр{--# i a (А) dz}, B(A) =O (0%). 


Выразим решения й* через yf; тогда найдем элементы $11, Sy, мат- 
рицы рассеяния, используя соотношения (4), (5). В силу усло- 
вия 2) имеем 

< 


‚узи ==Уа+ Beto!) Вь= ) (Уз @) — Уз+) ae, 


где о (4) есть бесконечно малая при аа соответственно, 
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Сравнивая асимитотику решений уу, 7} (yj, Jj) при 2-> +00 
(соответственно при 5 -> — со), получаем 


Tia etry, фа etinB-yy s, 


Напомним, что каждое решение уравнения (1) однозначно опреде- 
ляется своим асимптотическим поведением при х—> + со или при 
1— —oo, Окончательно получаем 


$и = oxp {ih (wie ура § WTR) — Иа) 42) + 
+i BAB; (2) dx}, sO (A), (9) 


Элементы 511, $. выражаются через уже вычисленные элементы. 
2. Амплитуда рассеяния при наличии поглощения. Рассмот- 
рим уравнение 


уе ikr (x))y = 0 (10) 
на полуоси «> 0 с краевым условием у (0) = 0. Здесь k > 0 — 


параметр, r (a) > 0 при O< 2х р, г (2) =0 upaz>l, Fae 
Е С® при z > 0 и функция г (2) имеет особенность в точке x = 0: 


limr (x /r (x) dx = оо. 11 
lim = (VA ) (14) 


При x > Г имеем 
У (т, k) = А (Кей — В (ке. 


Функция $ (k) = В (k)/A (k) называется амплитудой рассеяния. 
Физическая интерпретация задачи такова: на поглощающий слой, 
заполняющий интервал (0, 1), падает из бесконечности плоская 
волна. Требуется найти асимптотику амплитуды рассеяния $ (k) 
при &— оо. 

Из условия (14) следует, что существует единственное, с точ- 
ностью до постоянного множителя, решение у (x, k) уравнения 
(10) такое, что у (0, 2) = 0. Амплитуда рассеяния выражается 
через у: 
они АУ (1, КУ (1, К) 
"УВ (12) 


Из (10) следует, что s (—k) = s ®. 

Исследуем AP и аналитичность но параметру Ё решения у (т, k) 
при условии, что функция г (2) удовлетворяет условиям п. 1.5§ 6. 
Пусть О (1, К) = —Ё — ikr (т). Выясним, при каких комп- 
лексных k выполнены условия 1), 2) из $ 3. Так как г (xz) > 0, 


5 (К) =е 
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то О = 0, если k © D, — это комплексная плоскость А с разре- 
зом по мнимой полуоси (—юо, 0]. Пусть D, — полуплоскость 
Imk> —г(т)/2 с разрезом по отрезку [—ir(z)/2,0], 2 =УО (=, k) — 
ветвь корня в области D, такая, что Веш- -- co при 
Imk—>-+oo. Функция w взаимно однозначно отображает D, 
на полуплоскость Rew > 0, так что ВеуО (х, k) > 0 при Ё = 
ЕД, и, в частности, Ве\/О (х, k) > 0 при Ink > 0. Поэтому 
для решения у (x, k) справедливо AP (8) $ 7, где = 2, а аследует 
заменить на —1 — #* (x) при | |-> со, Imk > 0. Кроме то- 
го, решение у (x, А) голоморфно по k в области р, при каждом 
фиксированном 2х, что следует из $ 3, п. 1.5, так что $ (k) — меро- 
морфная функция # в области Dy. , 

Асимптотика амплитуды рассеяния определяется поведением 
функции г (1) в окрестности точки х = 1 (как и в задаче Редже, 
$ 10). Возможны два варианта. 

А. Функция г (x) имеет нуль конечного порядка п > 1. Тогда 


$ (k) = 2-0-3 j-nk-n—29~2ikl И -L oO (^^) | 


при |Ё|-— oo, Ink>0. Эта формула доказывается прямой 
подстановкой АР решения ув (12). Видно, что чем глаже стык 
поглощающего слоя 0 < 2< [со средой x > [, тем меньше коэф- 
фициент отражения |s (А) |. 

Б. Функция r(x) имеет нуль бесконечного порядка. Тогда 
5 (k) = O (& ®). Чтобы получить более точную информацию, при- 
ходится, как и в задаче Редже, обратиться к системе интеграль- 
ных уравнений для решения у. Из (14) $ 2 имеем 


х ь 
у = ОА (ш + из), ш==1- Seu (ui + из) dt, 
0 
х 


ug = — J oe? (и, + из) dt. 
© 


Здесь a,’ выражается через функцию О по формуле (9) $ 1, 
х 
5.) =\Уб@Ю4ь Re V¥O>0, Imk>0. 
t 


Так каки, = 1 РО (k/), и, = O (И?) (все оценки приводятся 
при Im k > 0), то из (12) получаем 
$ (k) = фе, (1, k) 4 + 0 (Е #?). 
Далее, 
1 
из (I, k) = — [1 + 0-2) ое-296, at 


0 
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и задача сводится к вычислению асимптотики этого интеграла. 
Если г (xz) =e) wf (x) > оо при х-> 1 — 0 достаточно пра- 
вильно (например, f (2) = А (1 — z)*, A > 0, a> 0), то асими- 
тотику при k= io, б-+ --с0, удается вычислить методом Лап- 
ласа. Тогда 


(kt) ~ AEE) ров Ц), о =. 


80° V 7" (h) 
Здесь & — точка перевала: f’ (ty) 


б — +00. 
3. Адиабатичеекий  инвариант линейного гармонического 


осциллятора. Рассмотрим уравнение 
+o (et)z =0 (13) 


20, такая, что &-—1 при 


на вещественной оси В = (—oo, + 00), где ё > 0 — малый па- 
раметр, ® (t) > 0, в (ЕЁ Cx (В) и существуют конечные пределы 
lim w(t) =o. >0. 
tsboo 


Уравнение (13) описывает линейный гармонический осциллятор, 
частота колебаний которого © (et) медленно меняется‘ со време- 
нем. График функции © (t) есть гладкая ступенька при @, 5 ®.. 

Адиабатическим инвариантом физической системы называ- 
ется величина, которая мало меняется при медленном (но не обя- 
зательно малом!) изменении параметров системы. Иными словами, 
адиабатический инвариант есть приближенный закон сохранения, 
или приближенный первый интеграл. Для уравнения (13) адиа- 
батический инвариант Эренфеста есть отношение энергий осцил- 


лятора к его частоте: 


x2 a 
a (14) 


где z = 2 (t, e) — решение уравнения (13). Величина 
J (в) = J (+00, 8) — J (—00, г) (15) 


называется полным изменением адиабатического инварианта. 
Замечание. Уравнение (13) при е = 1 имеет точный пер- 
вый интеграл (инвариант Льюиса) 


ae x. % 
I= [p 2" + (oz — p2)"], 
где р (#) — решение нелинейного уравнения 
ро (др = —p%. 


Связь последнего уравнения с уравнением (13) оказывается по- 
лезной в ряде вопросов. 
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3.1. Адиабатический инвариант и задача 
о рассеянии. Подстановка t = = приводит уравнение (13) 
к виду 


ей) 0, (16) 


где p (т, =) =х ($ =). Это уравнение отличается от уравнения (1) 
только обозначениями. Пусть w (1) достаточно быстро стремится 
к пределу при #-> -- oo, так, что выполнено условие: 

1) Сходятся интегралы 


ae a ба в 
\ 150 —5, 14, J 50—46 \ (amP+|owpat. 


Тогда уравнение (16) при каждом фиксированном г > 0 имеет 
две ФСР со следующими асимптотиками: 

pie — oF? exp {+iw,t/e}, т + 00, 

Pie ~ wrt? exp {tiw_t/e}, t+ — 00, 
которые можно два раза дифференцировать. Любое решение урав- 
нения (16) представимо в виде 


weet + о == син + te, (17) 


+ 
где с зависят только от &, и для полного изменения адиабатиче- 
ского инварианта справедлива формула 


J (e) = 2 (cpey — сте). (18) 


3.2. Оценки J (=). По построению J (t, &) — однородный 
оператор, J (8) — однородный квадратичный функционал, опре- 
деленные на решениях уравнения (13). Поэтому при вычислении 
асимптотик J ($, ), J (2) требуется нормировать решения. Норми- 
руем решение wp вида (17) следующим образом: фиксируем числа 
Cj, Co, не зависящие от в, т.е. зададим асимптотику решения wp 
при т-> — oo. Тогда 


У (в) = 2151 Г? Ц 85 +] ser?) eres — Sar (42)? — 5 (6)*]. (19) 

Если решение х вещественно, то ст = 62 = си 
Л (e) = 2 | sy? (| se? + |5: №) — 2Re (551с*)]. 
При условии 1) J (2) =О (2), = > +0. Если же функции ® (¢) — 
— 0,, © (f)— ©_ принадлежат соответственно пространствам 
Шварца & (R*), $ (KR), то 
J (e) =O (=®), а- +0. 

В гл. Ш, $ 8, будет показано, что если функция © (¢) голоморфна 


в окрестности вещественной оси, то J (g) экспоненциально убывает 
при e> + 0. 


ТЛАВА Ш 


УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
В КОМНЛЕКСНОЙ HJIOCKOCTH 


В этой главе рассматриваются уравнения вида 
w" -+ p (2, a) w' +9 Лш=0 


© целыми или мероморфными коэффициентами. Основной задачей 
асимптотической теории является построение асимптотики фун- 
даментальной системы решений при / — oo во всей комплексной 
плоскости 2. Рассматривается также ряд конкретных задач спект- 
рального анализа и математической физики. 


$1. Линии Croxca и области, ими ограниченные 


1. Локальная структура линий Croxca. Рассмотрим уравнение 
w" — 24 (2) ш = 0, (1) 


где А > 0 — параметр, функция 4 (2) голоморфна в области D 
комплексной плоскости Z. Обозначим 


2 

5(2%2)=\ Vo @at (2) 

Zo 

и исследуем локальную структуру линий уровня 1+: Re © (2%, 2) = 
=с. Пусть 9 (2) #0, О — круг |2— 4 |< г радиуса 0< 
< +< 1. Функция Yq (2) распадается в U на две голоморфные 
ветви. Фиксируем одну из них; тогда формула (2) определит го- 
ломорфную в U фуякцию (путь интегрирования лежит в 0) — 
элемент (росток) аналитической функции. Аналитически продол- 
жив его, получим многозначную аналитическую функцию S (Zo, 2); 
ее особые точки — нули функции (2) (точки ветвления). Семейст- 
во линий уровня {1%}, —<0 << oo, определено однозначно, 
хотя функция 5 может быть бесконечнозначной. Исследуем ло- 
кальную структуру линий уровня. Если 4 (20) 52 0 иг < 1, то 
из (2) можно выразить 2 через 5: 2 — 2 = $ (5), гдеф (5) — голо- 
морфная в точке 5 = 0 функция, $’ (0) 4 0. Поэтому локально 
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семейство {1.} устроено как семейство параллельных отрезков, а 
малые дуги этих линий — аналитические кривые. 

Критическими точками семейства {1.} являются нули функции 
4 (2), т. е. точки поворота уравнения (1). 

Пусть 2, — точка поворота. Максимальная связная компо- 
нента линии уровня 


Ве © (20, 2) =0 (3) 


© началом в точке Zo, не содержащая других точек поворота, на- 
зывается линией Стокса (ЛС) уравнения (1). ЛС — аналитическая 
кривая. Аналогично определяется ЛС для уравнения 

w" — 0 (№ ш=0, 


где параметр A может быть комплексным: 
Г 2 
Ве { ИО.) 0. 
(A) 
Здесь Z (A) — точка поворота. 
ЛС и области, ими ограниченные, играют фундаментальную 
роль при исследовании асимптотики решений в болыпом. 


Zo 
Рис. 1. Рис. 2. 


Объединение всех ЛС уравнения называется графом Стокса 
и обозначается Ф, а его связные компоненты — комплексами 
Стокса. 

. Замечание. Имеется некоторый разнобой в опреде- 
лениях ЛС. Например, в [29] ЛС определяются уравнением 
Im © (2%, 2) = 0, а определенные выше ЛС называются сопряжен- 
ными линиями Стокса или антистоксовыми линиями, 

Пусть 25 — точка поворота порядка п; тогда при 2 == 20 


9(2) ~a(z— 5)", аз 0, 
8 (20,2) ~ 24 (e — зума, 


Поэтому из точки поворота порядка п выходит n + 2 ЛС и угол 
между соседними линиями в точке 2, равен 2л/(п + 2). Из простой 
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точки поворота (п = 1) выходяттри ЛС, и угол между двумя сосед- 
ними ЛС равен 2л/З (рис. 1). 

Пусть 2, — простой полюс функции 4 (2); тогда S (20, 2) — 
~ а И? — 2% где 2 — Zo, а 52 0. Уравнение (3) определяет локаль- 
но одну кривую с началом в точке Zp (рис. 2), которая также на- 
зывается линией Стокса. Соответственно, полюс первого порядка 


9 =1-22 = 2 (22-1) 


у=27-1 


Y= (2? - 1 )@%-2) 
Рис. 3. 


называется точкой поворота порядка —1. Примеры ЛС см. на 
рис. 3. у 

2. Глобальная структура линий Стокса 

2.1. 4 (2) — целая функция. Имеет место следующая 

Теорема. Пусть D — ограниченная односвязная область с 
кусочно-гладкой границей Г, функция 4 (2) голоморфна в DUT, 
за исключением, быть может, конечного числа полюсов, ле- 
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жащих в). Если Ве S (zo, 2) = 0 на Г, 2, Е Г, то функция 4 (2) 
имеет в области D не менее двух полюсов. 

Пуеть 1 — линия уровня Ве S (zo, 2) = 0, 2 El, т.е. макси- 
мальная евязная компонента этого множества. Так как 4 (2) — 
целая функция, то кривая | не может содержать замкнутых ком- 
понент. Пусть 1;>— максимальная связная компонента кривой |, 
не содержащая точек поворота. Тогда 1, — простая незамкнутая 
кривая, а ее концами могут быть только точка 2 = 20 или точки 
поворота. Функция Im © (Zo, 2) строго монотонна вдоль 1, так 
что функция 5 (20,2) взаимно однозначно отображает кри- 
вую Jy) на вертикальный интервал L: Ве 5 = 0, а< ш5 <b, 
в комплексной плоскости 5. 

Введем условие: 

1. Если 1, — не ЛС, то а = —с, b = + о. 

Это условие выполнено. если 4 (2) — полином; если же 4 (2) — 
целая функция, то оно может не выполняться. 

Примеры. 1. Пустьа (2) = e*; тогда одна из ветвей функ- 
ции © (0, 2) равна е”. Эта функция отображает линию уровня 
1: Imz = kn + л/2, К — целое, на луч (0, i (—4)* 00). В этом 
примере 4 (2) > 0, если 5 ЕД, и + ©, Rez» — со. Естест- 
венно назвать точку 2 = co точкой поворота (бесконечного Ho- 
рядка), а линии 1, — ЛС. 

В последующем будем предполагать, что условие 1 выполнено, 

2. Пусть а (2) — полином: 


4 (2) = ао" + а +... 4+ an, ay = roel 40, 
Тогда при |2 | > 1 


S (20, 2) У млн! of Ув), jy Gan 


па 


7=1 


Этот ряд сходится при |2 | > 1. Линия уровня I: Re (2%, 2) = 
= 0, не содержащая точек поворота, есть простая бесконечная 
кривая, имеющая две асимптоты. Они содержатся среди лучей 
$ iO, a - 
р  O0<p<o~, 


2k --1) я— 
a= +5 %  k=0,4,...,241, 
Бесконечная ЛС имеет одну асимптоту — один из лучей I. Ана- 
логично устроены линии уровня Im © (zp, 2) = const; их асимито- 
тами являются лучи 

Ga [; л а. 

в: == рехр 1 (фт =, 0 ро. 
Эти результаты справедливы также для п нецелых, в > —2. 

2.2, 4 (2) — мероморфная функция. Будем пред- 

полагать, что уравнение (1) имеет точки поворота. Если 4 (2) — 


86 УРАВНЕНИЯ В КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ (гл. пт 


рациональная функция, то уравнение (1) не имеет точек поворота 
(в том числе и полюсов первого порядка)`только в следующих 
случаях: 


9=а, 9=а (2 — 1) *, а=а (2—1) *(@— в) 1, 


где a, 2; — постоянные. Во всех этих случаях уравнение (1) ин- 
тегрируется в элементарных функциях. 

Пусть О — множество всех особых точек уравнения (1) на ри- 
мановой сфере. Оно состоит из конечных полюсов функции 4 (2) 
И ТОЧКИ 2 = со, если точка & = 0 — особая точка функции й (5) = 
= O'g (5) (ra. I, § 4). 

Классификация конечных особых точек такова: 

1. Иррегулярная особая точка — полюс порядка п > 3 (I,). 

2. Регулярная особая точка I рода — полюс первого поряд- 

а (А,). 

3. Регулярная особая точка II рода — полюс второго поряд- 
ка (R,). 

Точка 2 = со принадлежит к типу 1, 2, 3, если 6 = 0 — полюс 
порядка п > 3, п = 1, п = 2 функции й (5). Если 4 (0) £0, то 
2 = co — некритическая точка; если 4 (5) имеет в точке & = 0 
нуль порядка п, TOZ = co — точка поворота порядка п. Если 6 = 
= 0 — существенно особая точка функции 4 (5), то 2 = co — cy- 
щественно особая точка уравнения (1). 

Как правило, особые точки уравнения (1) являются точками 
ветвления бесконечного порядка для всех его нетривиальных ре- 
пений, и потому естественно рассматривать это уравнение на уни- 
версальной накрывающей С, множества С, \ О. Имеется естест- 
венная проекция р: С, > С, \ O. В дальнейшем приняты обо- 
значения: № — множество, лежащее в С,, М — его проекция. 

Будем предполагать, что условие 1 п. 2.1 выполнено, но те- 
перь — для линии Г. 

Для рациональных функций 4 (2) условие 1 выполняется. Ес- 
ли линия уровня 1 — не ЛС, 20 Е 1, 10 Tf — ‚бесконечная незамк- 
нутая кривая (кривая { может быть замкнутой — пример 2). Функ- 
ция 9 (zo, 2) взаимно однозначно отображает 7 на мнимую ось 
Ве $ == 0 в комплексной плоскости 5. 

Примеры. 1. Пусть 25 52 со — полюс функции 4 (2) по- 
рядка п > 3: 


= 


чи =@— aay 3) a;(2—20)), ao recite 0. (4) 


j=0 


Тогда при |z— z|<1 
S (1,2) = V do (в — "НУ 6, (2 — 20)’, 
i=0 


a. 
= —. 
2—n’ 1 пао 
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Этот ряд сходится при | 2 — 2. |<<1. Линия уровня 1: Re 5(21, 2) = 
= 0, не содержащая точек поворота, есть простая кривая с на- 
чалом и концом в точке 25 при |2, — Z | < 1 (рис. 4). Ее концы 
в точке 2, касаются двух из лучей. 

1:: (2 — п) arg (2 — 20) + Фо = (2k 4+ 1) a, ЁК=0, +1... 


Аналогично устроены линии уровня Im 5 = const. Эти результа- 
ты справедливы также при п нецелом, п > 2. 

2. Пусть 25 52 co — полюс второго порядка, т. е. 4 (2) имеет 
вид (4), п = 2. Локальная топологическая структура линий уров- 
ня Re 5 = const — такая же, как и для 
функции 4 (2) = 402 *. 

а, > 0: линии уровня — лучи с 
центром в точке 2 = 0: 

2) а < 0: линии уровня — окруязно- 
сти |2|-== const. 

3) Im ay) A 0: линии уровня — лога- 
рифмические спирали a шг— pp = 
= const, (@ + if)? = a, которые закру- 
чиваются в точку 2 = 0. 

Структура линий уровня в окрестно- 
сти полюса первого порядка исследована Рис. 4. 

Bu. 4. 

Линии уровня Ве 5 = const могут быть устроены крайне слож- 
но даже в том случае, когда 4 (2) — рациональная функция. Имен- 
но, множество [Ф] может иметь внутренние точки (Ф — объедине- 
ние всех ЛС). 

3. Пусть 

Ga. (z) = е\@ (2 — ay) (2 — ag)! (2 — аз) * (2 — ay), 

где &, а; вещественны, а, < а, “а; <а., UO<Sa<ca, tga — 
иррациональное число. Заметим, что точка 2 = со — неособая 
и не точка поворота. Если 1 — произвольная линия уровня 
Ве 5 (20, 2) = const, то ее замыкание [/] совпадает со всей комп- 
лексной плоскостью 2. Действительно, при @ = Офункция S (аи, 2) 
взаимно однозначно отображает верхнюю нполуплоскость Im z > 
>> 0 на прямоугольник Н в комплексной плоскости 5 со сторона- 
ми, параллельными осям координат. При a 52 0 верхняя полу- 
плоскость отображается на прямоугольник Па, полученный из П 
поворотом на угол © вокруг начала координат. Аналитически про- 
должим функцию 5 через интервалы, на которые точки а; разби- 
вают вещественную ось. Тогда получим, что функция 5 взаимно 
однозначно отображает С, на всю комплексную плоскость 5, по- 
крытую равными прямоугольниками По, Пь,... Линия уровня # 
отобразится на вертикальную прямую L: Ве 5 = const. Если сов-' 
местить с По все прямоугольники, которые пересекаются с L, то 
ее отрезки всюду плотно заполнят По, так как tg а — иррацио- 
нальное число. Следовательно, [Й = С,. 
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В этом примере [Ф] = С, и множество внутренних точек [Ф] 
множества [Ф] состоит из одной связной компоненты. Структура 
множества [Ф] исследована в [7]. 

А. (Ф] может состоять из любогб конечного числа связных ком- 
понент. При этом д [Ф] содержит только точки поворота и особые 
точки типа R,. 

Б. Если уравнение (1) имеет не более трех различных особых 
точек или не имеет точек типа 24, то [Ф] пусто, так что [Ф] = Ф. 

3. Области, ограниченные линиями Стокса. Если 4 (2) — 
целая или мероморфная функция, то функция S (zo, 2) является, 
как правило, бесконечнозначной и отображает комплексную 
плоскость С, на бесконечнолистную поверхность. В частности, 
если 4 (2) — полином степени п, то S (Zo, 2) есть эллиптический 
интеграл при п = 3, 4 и гиперэллиптический интеграл при п > 
> 5. Пуеть D — односвязная область, функция 4 (2) голоморфиа 
и не имеет нулей в области D. Тогда функция У (2) распадается 
вр на две голоморфные ветви; это верно и для функции S (Zo, 2), 
если 2, ЕД и интеграл берется но пути, лежащему BD. В даль- 
нейшем речь всегда будет идти об одной из таких ветвей функ- 
ции D, 

3.1. 4 (2) —- целая функция. Пусть выполнено усло- 
вие: 

2. [OD] = @. 

Примеры целых функций, для которых условие 2 He выполне- 
но, неизвестны. Если g (2) — полином, то условие 2 выполнено. 

Линии Стокса разбивают комплексную плоскость на области 
следующих двух тгпов: 

I. Область D типа полуплоскости. Функция S (Zo, 2) взаимно 
однозначно отображает D на полуплоскость вида Ве 5 > а или 
Веб < а. 

11. Область р типа полосы. Функция 8 (5%, 2) взаимно одно- 
значно отображает D на полосу вида а < Ве 5 < 6. 

Области обоих типов односвязны. Граница области типа полу- 
плоскости (полосы) состоит из одной (двух) связной компоненты. 
Примеры см. на рис. 3. 

Пример. Пусть g (2) — полином степени п. Тогда ЛС раз- 
бивают плоскость 2 на п + 2 области типа полуплоскости и № 
областей Tuna полосы, 0 < М <. п — 1. Если нет конечных ЛС, 
то М =п— 1. Линия уровня Ве 5 = const, лежащая в области 
типа полуплоскости, имеет асимитотами два соседних луча [,, 
Dears 

3.2. 4 (2) — мероморфная функция. В этом слу- 
чае область С, \ [Ф] состоит из областей типа полуплоскости, 
полосы, кольца и круга. 

ПП. Область D muna кольца. Функция w = e§ взаимно одно- 
значно отображает D на кольцо O<Ma< |ш| <b< oo. Гра- 
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ница такой области состоит из двух связных компонент 
(рис. 5). 

IV. Область D типа круга. Функция w = еб взаимно однознач- 
но отображает D на область вида 0 < |ш| <Заилиа< |ш |< 
< с. Граница такой области состоит из связной кривой и из 


= 


Рис. 5, Рис. 6. 


точки 20, Которая является полюсом второго порядка (рис. 6). 
Если 20 52 со, то 


а = (2 — 20)? 4 (2) |-> 0. 


Семейство линий уровня {1} имеет критические точки следую- 
щих типов: 

1) =о — точка поворота порядка №, k = —1,1,2,... Если 
20 52 со, k = —1, то 20 — полюс первого порядка, т. е. регулярная 
особая точка уравнения (1). 


< 


+ -f 
= 2 = тя 
| | 
: i 
! 
| 
Tz 


Рис. 7. 


2) 2, — полюс второго порядка, конечный или бесконечный 
(регулярная особая точка уравнения (1)). Пусть zp 00. Тогда 
возможны Два варианта: 

а) а > 0: малая проколотая окрестность U точки покрывается 
одной областью типа круга; 

6) a € (0, +00): U покрывается замыканием конечного числа 
областей типа полосы. 
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3) 2, — иррегулярная особая точка порядка Ё > 3. Если 
20 52 со, TO Zo — полюс функции 4 (2) порядка k, В этом случае U 
покрывается замыканием А областей типа полуплоскости и конеч- 
ного числа областей типа полосы. 

Примеры линий Стокса см. на рис. 7. 


$ 2. ВКБ-оценки в комплексной плоскости 


1. Канонические пути. Пусть D — односвязная область на 
римановой сфере, функция О (2) голоморфиа и не имеет нулей 
вр. Рассмотрим уравнение 

w"—Q@)w=0 (4) 


2 


и фиксируем вотвь функции 5 (20,3) =) VQ dt в области D. 


р 
В гл. П, $2, были получены ВКБ-оценки для решений уравне- 
ния (1) на вещественной оси. Уравнение (1) было сведено к системе 
интегральных уравнений, и при выводе ВКБ-оценок основную 
роль играл тот факт, что на пути интегрирования (x, 5), & < В, 
выполнялось неравенство Ве © (+, 1) < 0, ¢ = (х, 65), так что 
[exp {5 (é, 2)} |<1. Иначе этот факт можно сформулировать 
так: функция Ве 5 (zo, x) не убывает вдоль пути интегрирования. 
Обобщением этого свойства на пути в комплексной плоскости слу- 
жит понятие каноническото пути. 

Пусть у = y (Zo, 2*) — кусочно-гладкая кривая, лежащая 
в области D и соединяющая точки Zp ЕД, 2* = OD. Кривая y 
называется каноническим путем, если функция Ве 5 (2%, 2) не убы- 
вает вдоль p (при движении 2 от 20 к 2*). В частности, канониче- 
скими путями являются дуги линий уровня Ве 5 = const, 
Im 5 = const, не содержащие точек поворота. В качестве 2*, 
как правило, будем выбирать одну из особых точек уравнения (1). 

Обозначим через 5 (D) и 5 (7) образы области D и пути у при 
отображении 5 = © (zo, 2). Если y — канонический путь, то кри- 
вая 5 (1) обладает следующим свойством: ее пересечение с любой 
вортикальной кривой Ве 5 = const либо пусто, либо состоит из 
одной связной компоненты. 

Примеры. 41. Пусть D — область типа полуплоскости, 
2 Е OD и ветвь YQ (2) такова, что Ве 5 (2, 2) > Овр. Прообраз 
любого луча 5 (7), лежащего в 5 (р), — канонический путь 7. 
Если 2 ЕО), то любые два канонических пути yp (21, 2*), 
"йа (21, 2*), лежащие BD, можно непрерывно продеформировать (на 
римановой сфере) друг в друга так, что любой «промежуточный» 
путь\, (21, 2*),O<t <1,— канонический. Такие пути называются 
эквивалентными (или 5-гомотопными). 

Пусть 21, 2, =D, y (21, 2*) — канонический путьи Ве © (29, 25) > 
> Ве 5 (20, 21) для определенности. Тогда можно соединить 
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точки 21, 2 каноническим путем у (21, 2), так что нуть yy, —. кано- 
нический (рис. 8). Будем говорить, что все канонические пути, ле- 
жащие BD, эквивалентны (5-гомотопны). 

Пусть 0D содержит конечное число точек поворота, для просто- 
ты. Удалим их г-окрестности из 5 (2) и обозначим прообраз полу- 
ченной области D,. Тогда все лежащие в О, канонические пути 
эквивалентны. 

2. Пусть р — область типа полосы ($ 1). Тогда все бесконеч- 
ные канонические пути, лежащие BD, распадаются на два класса 
yt 5-гомотонных путей: Im 5 -> + вдоль пути класса yt 
(рис. 9). Е 

Замечание. Рассмотрим область типа полосы (см. рис. 9). 
На римановой сфере эта область имеет одну бесконечно удаленную 
граничную точку 2 == со — особую точку уравнения (1). Однако 


Рис. 8. Рис. 9. 


© точки зрения асимитотической теории следует считать, что oD 
содержит две бееконечно удаленные точки zt: Im 5 —> + при 
д — zt, Точнее, бесконечно удаленная граничная точка определя- 
ется классом эквивалентных канонических путей. 

2. Основная теорема. Пусть существует канонический путь, 
соединяющий точки 2 ЕД, 2* © OD, для уравнения (1). O603- 
начим 


o(2,D)= int | |< ФЦаи, © 
VE 2) ya, zt) 

тде нижняя грань берется по всем каноническим путям, соединяю- 
щим точки 2, 2*, функция с: (#) дается формулой (9) гл. II, $ 1. 
Пусть выполнены условия: 

1) для каждой точки 2 = D существует канонический путь 
1 (2, 2*); 

2) р (2, D) < co для любой точки 2 Е D (для фиксированного 
класса 6б-гомотопных путей). 
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Тогда справедлива 
Теорема Уравнение (1) имеет решение w (2) такое, что 
при ё ЕД справедливы оценки 


№ (2) 9 (6262, D) 4 
| О (2) exp {— 5 (2, z)} 2 (¢ 1), 
ee) == (8) 
ЧН" (=) exp {— 5 (25, 2)} a4 | = 
zl | ©" @) 1 0’ (2) а. 
ST | (2 ne [| Е == GR (ay |e @ D) — 4], 


где 29 Е) — любая фиксированная точка. 

Эта теорема принадлежит Г. Биркгофу [68]. Ее доказательство 
дословно совпадает с доказательством теоремы $ 2 гл. Г. В качест- 
ве контура интегрирования выбирается канонический путь 


y (=, 2*), на котором Ве S (t, 2) < 0, так что 
[exp {25 (&, 2)} |< 1. 


Как и в вощественном случае, из оценок (3) вытекают асимпто- 
тические формулы для ш и w’. Пусть у — канонический путь, 
87; тогда его дуга 1(2, 2*) — канонический путь. Из условия 
2) следует, что 

lim бо [a()}[at]=0. (4) 
22% ух, vk) 
Следовательно, при 2 ЕЕ y,z—> 2* справедлива асимптотическая 
формула 
w (2) — Q(z) exp {— S (Zo, 2)}. (5) 
Это соотношение выполняется, если 2 -> 2* вдоль произвольного 
канонического пути. В дальнейшем 42 > 2*» означает, что 42 —> 2* 


вдоль некоторого канонического пути». 
Пусть выполнено условие 


lim Q’ (2) 9°? @) =0; (6) 
Ik 


тогда из оценок (3) следует, что 
и (2) ~ —Q*/4 (2) exp {— (20, z)}, 2—2. (7) 
Для областей из приведенных выше примеров 1, 2 условие 1) 
выполнено; обсудим вопрос о сходимости интеграла 


ae 


р = аа 48|, 252%. 


я 


Пусть 2* A со; положим 2* = 0 для простоты. 
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Примеры. 1. Пусть 2 = 0 — полюс порядка п > 3 функ- 
ции Q(z); тогда р (2) < oc, если интеграл берется по отрезку 
{0, =]. Это верно в случае, если Q(z) ~ az*, 4152 0, а < —2, при 
2—0 в секторе D с вершиной в точке 2 = 0 и эту асимптотику 
можно дважды дифференцировать. Интеграл р (2) = < при 
a > —2. В частности, о (2) = со, если 2 = 0 — регулярная oco- 
бая точка уравнения (1). 

2. Пусть О (2) — полином, 2* = со, интеграл р (2) берется по 
лучу; тогда р (2) < cc. Это верно в случае, когда Q (2) — 42% при 
2 oo в секторе D, если а 520, a > —2. Если а < —2, то 
ф (2) = ©. 

Если выполнены условия теоремы и условия (6), то уравнение 
(1) имеет решение & (2) такое, что при 2 > 2* 


@ (2) ~ Q-4/4 (2) exp {5 (zo, 2)}, #’ (2) ~ Qt/# (2) exp {$ (z9,2)}. 


Решения w (2), # (2) образуют OCP. 

3. Краевые условия для решений. В сингулярных задачах 
на собственные значения, в задачах о рассеянии и в других зада- 
чах краевые условия для искомых решений задаются на бесконеч- 
ности или в особой точке уравнения. Сформулируем их аналоги 
в комплексной плоскости, в предположении, что выполнены усло- 
вия теоремы и условия (6). Пусть yp = (2%, 2*) — канонический 
путь; тогда возможны два варианта: 


lim Re S (2, 2) = + оо, (8а) 
22%, 2) 

lim Веб (20, 2) =а, 0Ka<o, (86) 
zork, 25) 


что приводит к двум тилам краевых условий. 
1. Условие убывания решения. Пусть w (2) — 
решение, построенное в теореме п. 2; тогда в случае (8а) 
lim w(z)=0. (9) 


2-24, zy 


Так как lim @ (2) = oo, то любое решение, удовлетворяющее 
2%, =) 
условию (9), имеет вид Const-w (2). 
Il. Условие излучения. В случае (86) решение 
и (2), построенное в теореме н. 2, удовлетворяет условию 


lim И ыы, 10 
рык V Ola) w (2) ee 


Это условие выделяет единственное решение. - 

В обоих случаях решение, для которого справедлива асимпто- 
тическая формула (5), единственно, т. е. решение однозначно опре- 
деляется своей асимптотикой. 
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Все приведенные выше результаты переносятся на уравнения 
вида : 
(P (2) w’)’ —Q@@w=0 
(см. ra. IT, $ 2). 


$ 3. Уравнения с полиномиальными коэффициентами. 
Асимптотика решений в большом 


1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 
w" + р ( № w’ + а(,\ш=0, (1) 


The р, 4 — полиномы от 2 с коэффициентами, зависящими от боль- 
moro параметра A >> 0. Основная задача асимнтотической теории 
применительно к уравнению (1) ставится так: найти асимитотику 
ФСР при ^ — +-со во всей комплексной плоскости 2. 

Эта задача исследована полностью лишь в тех случаях, когда 
зависимость коэффициентов уравнения OT параметра носит простей- 
ший характер. Опишем алгоритм решения основной задачи для 
уравнения 


и" — №24 (2) ш =0. (2) 


Вводится конечный набор неограниченных областей {D;} (они на- 
зываются каноническими), объединение которых покрывает всю 
комилексную плоскость 2, за исключением окрестностей точек 
поворота. Строятся специальные DCP (они называются элементар- 
ными) (иу, Vj), асимптотика которых известна всюду в области Dj. 
Любое решение w (2, ^) уравнения (2) можно представить в виде 


w (2, A) = аш; + Вл; = Only - Are, 
где a), В: зависят только от A. Имеем 


[5s] =m [ь,]. @ 


Матрица Оз, (A) называется матрицей перехода от MCP (uj, vj) 
к ФСР (ug, в, и не зависит от ш. Очевидно, что 


Qj, =, Юл, бл = Qe 


Доказывается, что всякая матрица перехода от одной элементар- 
ной ФСР к другой есть произведение конечного числа простейших 
матриц перехода, принадлежащих к одному из четырех тинов. 
Асимптотика простейших матриц перехода вычисляется — см. и. 3. 

Таким образом, решение основной задачи разбивается на три. 

1. Топологическая задача. Найти ЛС уравне- 
ния (1). ; 

2. Аналитическая задача. Найти асимитотику 
элементарных ФСР. 
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3. Алгебраическая задача. Перемножить ма- 
трицы перехода. 

Задача 1, по существу, «машиннёя» — для конкретного урав- 
нения найти точки поворота и построить ЛС можно с помощью 
ЭВМ. Решение задачи 2 было приведено ранее. Асимптотика ФСР 
вблизи точек поворота рассмотрена в гл. IV. 

Приведенный выше алгоритм носит общий характер — он при- 
годен и в случае, когда 4 (2) является целой или мероморфной 
функцией, и в случае, когда зависи- 
мость коэффициентов уравнения от па- 
раметра носит более сложный характер. 

2. Элементарные фундаментальные 
системы решений уравнения (1). 

2.1. Канонические обла- 
сти. Точки поворота уравнения (1) 
не зависят от A. Введем обозначение 


2 
5 (в, 2)=S Vq@ at. (4) 
2 
Пусть 4 > 0; тогда ЛС определяются 
уравнением : 
Re © (25, 2) = 0, 


ГДе 29 — точка поворота, и не зависят 
от A (ср. (3) $ 2). 

Область D комплексной плоскости 2 
называется канонической, если функция 
5 (20, 2) взаимно однозначно отображает Рис. 10, 

на всю комплексную плоскость с 
конечным числом вертикальных разрезов (см. рис. 10). Область D 
односвязна и не содержит точек поворота, OD состоит из JIC (про- 
образы берегов разрезов). Каноническая область Д есть объеди- 
нение двух областей тина полуплоскости («nero и «правой») и 
нескольких областей типа полосы. 

Удалим из 5 (2) левые (правые) =-окрестности разрезов и 
=-окрестности точек поворота (рис. 10); прообраз полученной 
области обозначим Dz (D2). Для каждой точки 2* Е Оф сущест- 
вует бесконечный канонический путь y+ (2*) такой, что 
Веб (zo, 2) > + со призЕЕ yt, 2—со. Для каждой точки 2* ЕЕ De су- 
ществует бесконечный путь ‘yp (2*) такой, что путь —y~ (2*) — 
канонический, и Ве 5 (zo, 2) —> —co при 2 Gy, z—> ©. 

2.2. Главный член асимптотики решений. 
Пусть — каноническая область, A > 0 фиксировано. Напомним, 
что любое решение уравнения (2) является целой функцией 2. 
Уравнение (2) имеет единственное, с точностью до множителя, ре- 
шение W, (2, A) такое, что 

lim w, (2, 4) = 0, 2- 00, Re (2%, 2) + +o, (5) 
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и единственное, с точностью до множителя, решение ид, (2, A) такое, 
что 


lim w, (2, 4) = 0, 2- 00, Веб (zo, z) + —oo. (5') 


При 45> 1 эти решения образуют ФСР. В качестве w, возьмем 
указанное в теореме пз $ 2 решение w. 


Обозначим 
Wy,a (2, №; 20) = 4 №" (2) ехр {= AS (Zo, 2)}, 
= J | ФПаН, 6) 
yt(z) 


ветвь Иа @) BD фиксирована. В силу (3) $ 2 имеем 


| ил (2, ^) 
Ww, (2, №; 20) 


af | <2е 9—1) 


при z =, A> 0. Фиксируем № >> 0; тогда при № > № 2 DE 


имеем 
ил (2,0) = 1, (2, № 20) И + №, (2, №), (1) 
| ps (2, 4) |< бр* ©), 
rye С не зависит от A. Следовательно, 
Wy (2, A) ~ Wy (2, №; 20), 


причем эта асимитотика — двойная. Именно, она справедлива, если 
а) \—> {< равномерно по 2 = Di; 
6) 2—> так, что ReS (2%, 2) —> +00 равномерно по А > 
№> 0. 


Аналогично, существует решение Ww, такое, что , 
We (2, A) = We (1, № 20) № + Ape (2, A), (8) 
| pe (2, ^)[ < г (2). 


Асимптотика №, ^^ #. — двойная; она справедлива, если 

а) A—> --с< равномерно по z © Dz; 

6) 2-> co так, что Re (2,2) -— —oo равномерно no А> 
> ro > 0. 

Аналогичные двойные асимитотики справедливы для всех про- 
изводных поди по A, 

Если ^, > №5 1, то (ил, и) есть DCP, При этом каждое из ре- 
шений W,, и» стремится к нулю на «своей бесконечности» (см. (5), 
(5’)) и растет на «противоположной». 

Отметим важный частный случай. Пусть D — каноническая 06- 
ласть и все разрезы в [5 (D)] направлены в одну сторону, для оп- 
ределенности вниз. Тогда 

lim. ф;(2, ^)=0, j=4, 2, 


z-r00, 2D 
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если Im 5 (2%, 2) > +00 или | Re S (zo, 2)| -> со, равномерно по 
^> №, где № >0 произвольно, но фиксировано. 

2.3. Максимальные области применимо- 
сти ВКБ-асимптотики. Пусть). — область типа полу- 
плоскости, 2 20), — точка поворота, ветвь функции S (Zo, 2) 
вр). выбрана так, что Ве 5 > 0 при z = D. Уравнение (1) имеет 
решение ш такое, что 


ил (2, №) = W, (2, №; 20) И +01] (9) 


при & -> co равномерно по 2 = Dog. Область Doe получена удале- 
нием из Dy окрестностей граничных точек поворота. Кроме того, 
w,—> 0 при 2 Е Do, 2-> со при каждом фиксированном A> 0. 
Поставим задачу: найти максимальную область) комплексной пло- 
скости 2, в которой справедливо АР (9). 

Примеры 1. Пусть 4 (2) = 2, Dy — область |аге 2 | < 
< 0/2. Из точки поворота z = 0 выходят три ЛС Ц, $, 1, — лучи 
arg з == -- л/З, argz = л. Пусть D — комплексная плоскость 2 
с разрезом по лучу 15; тогда функция S (0, 2) = (2/3) 23/2, У; > 0 
при x >> 0, взаимно однозначно отображает D на область, состоя- 
щую из трех полуплоскостей. Поэтому для каждой точки 2 D 
существует канонический путь y* (2), который оканчивается 
в области Dy, и Ве 5 -> -+-<о вдоль 1+ (2). Пусть область De 
получена u3 D удалением =-окрестности разреза 1,. Тогда АР (9) 
справедливо BD, в силу теоремы из $ 2. При этом 8 > 0 может 
быть выбрано сколь угодно малым, но не зависящим от A. 

Асимитотика (9) неприменима ни в какой большей области. 
Действительно, допустим, что можно «стереть» часть разреза 2, 
т. е. добавить к De =-окрестность отрезка ‘вида [21, 23], 2; < 0. 
Функция #, имеет точку ветвления 2 = 0 и потому неоднозначна 
в полученной области De, в то время как решение Ww, — однознач- 
ная функция. Заметим также, что Дь не удовлетворяет условиям 
теоремы из $ 2, так как для любой точки 5, лежащей на одном из 
берегов разреза [,, не существует канонического пути Y* (2). 

2. Пусть 4 (2) = 2", п>2 — целое; тогда 2 = 0 — кратная 
точка поворота. Пусть Dy — область | arg z | < л/(п -| 2). Тогда 
канонический путь y* (2) существует для любой точки 2, лежащей 
в области D: | arg 2 | < 3л/ (п + 2), и не существует для точек, 
лежащих на OD, AP (9) пригодно в области О., полученной из D 
удалением г=-окрестности OD. Решение w, выражается через 
функции Бесселя, из известных асимптотик которых следует мак- 
симальность области De. 

3. Пусть 49(2) =2—1, D— область IU ПИ ПЕ (cm. 
рис. 3). Для любой точки z = D (z — AD) существует (не сущест- 
вует) канонический путь + (2) и AP (9) пригодно в De. Из извест- 
ных асимптотик функций Вебера следует максимальность обла- 
сти De. 


4 М. В. Федорюк 
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Пусть 4 (2) == const — такой полином, что 

1) все его нули простые; 

2) уравнение (2) не имеет конечных ЛС. ; 

Построим максимальную область применимости AP (9). В силу 
2) @D, состоит из двух JIC Ц, Ь и из точки поворота 25 © до 
выходит еще одна ЛС &. Сделаем разрез вдолъ 1, и удалим из ком- 
плексной плоскости его окрестность. Если 4 (2) — линейная функ- 
ция, то полученная область Рь — максимальная (пример 1). 
В противном случае Do граничит с областью D, тина полосы 
(pu. 11) и OD, содержит связную компоненту, состоящую из JIG 
l,, 5 и точки поворота 21. Из точки 2; выхо- 
дит еще одна ЛС le; удалим из комплексной 
плоскости ее 2-окрестность. Если степень 4 (2) 
равна двум, то полученная область ДО, — 
максимальная, в противном случае продол- 
жим этот процесс. На каждом шаге разрез 
дэлается вдоль той ЛС, которая не принадле- 
экит последней присоединяемой области (типа 
полуплоскости или полосы). 

Рис. 11. Пусть выполнены условия 1), 2). Тогда 

максимальная область D, применимости 

асимптотики (9) ость вся комплексная плоскость, из которой 
Удалены окрестности некоторых ЛС. 

При этом & >> 0 может быть выбрано сколь угодно малым, но 
не зависящим от A. Удобнее выражаться так: D — плоскость с раз- 
резами вдоль ЛС. Разрез делается вдоль одной из трех ЛС, выходя- 
щих из точки поворота (см. рис. 14). Алгоритм построения области 
D указан выше. В этом случае замыкание [DJ совпадает со всей KOMU- 
лексной плоскостью 2. Если же одно из условий 1), 2) не выпол- 
няется, то С, \ [D] — область (примеры 2, 3). 

Укажем свойства решения w, (2, ^) при ^, >> 1 фиксированном. 

1. Поведение решения № при 2-+> +0. По 
построению Ве S (25, 2) < Опри 2 ЕД, LU ODy. Пусть D, 4 Dy — 
область типа полуплоскости и S — сектор, лежащий в Dy. 
Тогда Ве 5 (zo, 2) > —co при 2 S, 2-> со, так что 

и (2, > ©, 250, Е Б. 
Таким образом, при 2 -> со решение ш, экспоненциально убывает 
в области D, и экспоненциально растет во всех остальных обла- 
стях типа полуплоскости. 

2. Нули решения w,. Из формулы (9) следует, что w, не 
имеет нулей в максимальной области D применимости асимптотг- 
ки, Это решение имеет бесконечно много нулей вблизи каждой из 
ЛС, вдоль которых сделаны разрезы. 

2.4. Решение ш, с точки зрения теории це- 
лых функций. Пусть 


4 (2) = ао" {а +... а», Rea > 0, п >1, 
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Тогда решение w, есть целая функция вполне регулярното роста, 
порядка роста n/2 -- 1 и тина 24 | а | / (п + 2). 

Решение w, зависит от параметров /., а, 4, ..., Qn. При фик- 
сированном A> () решение w, есть голоморфная функция do 
в области Re ay > 0 и целая функция переменных 2, а1,..., An. 

2.5. Асимптотические разложения реше- 
ний, Пусть — каноническая область, Wy, и. — решения вида 
(7), (8). Тогда при ^ -> +- ®, 2 (2: П Dé) имеют место асими» 
тотические разложения 


и (8, ^)— 


\ a, ar}, 


УК) 


@ 
—9 1/4 (2) exp {— AS (20, z)} exp {~ > (—^)-* 
k=] 


(40) 
® 

we (2, A) ~ 911 (2) exp {AS (co, 2)} exp |-- dyer \ Op ва ‘ 
katy 

Функции ©, (2) см. в гл. 1, $3. Первое (второе) АР остается 

в силе, когда 2 ЕД, 2—> >, так, что Re (25, 2) — +-2> (—5). 

Оба разложения можно дифференцировать по 2 и мо А любое 

число раз. 

АР решепия w, Momo также записать в виде 


<3 
TT ace 

D Aka, (|. 
1 


Wy (2, A) == Wy, (2, №; Zo’ [4 - 


Здесь a, (2) определяются из соотнотепия 
os к 
К 4-5 д « ] 
1 j- 3 arta (2) exp{— Х (—a* | a ead}, 
к ‘им 92) 
где равенство понимается в смысле равенства формальных степен- 
ных рядов по At. При А > №3 


1, 2 =D? справедлива оценка 


hay | «СИЕ, 


+ 1) (n/2 + 4). 


Здесь N > 1 — любое, п — стенень полинома g (2). Функции 
a, (2) голоморфны в О, и а, (2) =O (2.0) при 8-— с, 
2 =D. Аналогичные оценки имеют место для решения Wy и для 
производных решений. ши, We. р 
2.6. Элементарные ФСР: Пусть D — каноническая 
область, { — ЛС, лежащая BD, 2, Е= 1 — точка поворота (нача- 
ло 1). Элементарная PCP (и (2), v (2)) однозначно определяется 
заданием тройки (J, 2о, 0). Выберем ветвь функции 5 (zo, 2) в 


4° 
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области D так, чтобы 


Im 5 (50, 3) 20, ЕЁ. (11) 
Решения и, v имеют асимитотику | 
и (2) ~ са!" (2) exp {AS (Zo, 2)}, (2) 


(г) ~ eq” * (2) exp {— AS (Zo, 2)}. 
Здесь с — нормировочная постоянная: 
[с] =4, lim arg [eq7/4 (2)] =0, (43) 
1 


2-2, 2S 


Асимптотические формулы (12) пригодны для u(v) при A> 0 
фиксированном, 5 -— со в области D, так, что Re © (аъ, 2) > 
— +00 (—55). По построению решения и, г пропорциональны реше- 
НИЯМ Шо, W, из 4. 2.2 и однозначно определяются своей асимптоти- 
кой (по 2). Отметим, что Ве © (2%, 2) > 0 (<0) справа (слева) от [, 
вблизи [. 

3. Матрицы перехода. Имеются четыре тина матриц перехода, 
которые называются элементарными. 

1) (1 4, D) > U, =, D): меняется только направление ЛС J; 
такой переход существует только для конечной ЛС. 

2) (1, 21, 0) — (ly, 22, 0), причем лучи S (11) и $ (1) направле- 
ны в одну сторону. 

3) (2, 29, Dy) — (1 2y, Do): меняется только каноническая об- 
ласть. 

4) (ly, 2, Dy) > (lz, 50, Da), где 1, lg — соседние ЛС, выходя- 
щие из одной и той же точки поворота. . 

Любая матрица перехода (1, 21, D1) > (le, 22, Dg) от одной 
элементарной ФСР к другой является произведением конечного 
числа элементарных матриц перехода. 

3.1. Матрица перехода (1, 21, 0) -— (1, 2», 0). Эта 


матрица имеет BET 
ae 
ь 0 е 
Q — eM ince ‘ $ (14) 


е 
@& = |S (21, 22) |, et = ele. 


3.2. Матрица перехода (1, 21, 2) — (ly, 2, 2). 
Пусть лучи 5 (1,), 5 (1) направлены в одну сторону и 45 лежит 
слева от 41. Тогда 


е 


fete 9 
Q = | ‘ (15) 
a= (21, 22), Re a > 0, е% = с/с. 


Формулы (14), (15) — точные, а не асимптотические. 


УРАВНЕНИЯ С ПОЛИНОМПАЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 101 


.3. Матрица перехода (1, 2, Dy) > (lL, 2, De). 
В этом случае меняется только каноническая область, содержащая 1. 
Например (см. рис. 3, 4 = {1 — 2*), в качестве D, можно взять 
объединение областей 1, И, ИТ (и соответствующих ЛС), в качест- 
ве D, — объединение областей I, 1, IV. 

Пусть D — связная компонента D, П Do, содержащая 1. Тогда 
5 (D) есть полоса —а_ < Ве 5 < а, с вертикальными разрезами, 

+ >> 0. Имеем 


— ttm on 
Ren - 6 1 | } 
@y_ = O (exp {— 2A (a, — £)}, ви = O (exp {— 2A (а. —г)}), 
(16) 
Ти = 0 (7, Noo = О (7), 
где в > 0 — любое. Если a_ =: 4-00, то Ny == @ = 0; если 


а, = + ©, T0 O12 = Noo = 0. 

Замечание. Из (16) следует, что если необходимо вычис- 
лять матрицы перехода только с точностью до О (4~!), то достаточ- 
но указать пару (1, 20) и можно не заботиться о выборе канониче- 
ской области. 

„Приведем АР элементов On (A), Or (A). Пусть А — бесконеч- 
mbit контур, который начинается в области D, там, где Ве 5 > 
—oo, и заканчивается в области ДО. там, где Веб -> —o; 
2 определяется так же, с заменой 5 на — 5. Тогда 


«у; (A) = exp {> Ак \ а; (2) dz} : t=) 3 (17) 
ket 1) 


На рис. 3 изображены контуры Ц, 2. 

3.4. Матрица перехода (41, 29, Dy) — (№, 29, Do). 
Пусть 2, — точка поворота порядка п, ЛС Ц, ly выходят из 20 и Ly 
лежит слева от 1. Тогда 

0 Я ы 


tos { = im =1 
Q—exp| aor} : Date | НИЕ ). (48) 


Более точная оценка остаточного члена для олемента ‹0зз (^.) 
неизвестна. если п > 1. Если 2, — простая точка поворота, то 
Ве |) || +007) (19) 
| ы 

Чтобы получить АР матриц перехода, необходимо уточнить 
выбор канонических областей. Пусть 2, — простая точк& пово- 
рота, 1,, 1, 1, — ЛС с началом Zp, [+1 лежит слева от 1; (индексы 
таковы: 4=1,...). Выберем канонические области D; так, чтобы 
часть D;, лежащая слева от [;, совпадала © частью Dj4,, лежа- 
щей справа от 4[.1, и обозначим через Qj,;,, матрицу перехода 
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(Lj, 29,D5) — (+, 20, D ju1). Такие области и соответствующие элемен- 
тарные ФСР будем называть согласованными. Тогда 
0 at, 
7 ‘Gy 41 
25, jan = ет , (20) 


1 т, jan 
баба: = 1, 
что следует из тождества Q5,2.,Q,. = Г. Справедливо AP 


Gj, jaa (A) = ехр {3 (—Ay* \ Oty (t) at}. (24) 


a! Vij, itt 


Бесконечный контур Yj,j+41 лежит в D; |) Dj, начинается BD ;,, 
там, где Ве 5 — +00, и кончается BD; там, где Ве 5 —> —oo. 


‚ Ветвь Yq (2) выбрана так же, каки для DCP 
/’ (и, в). Ha рие. 12 изображен контур Yio 

Пусть 2 — точка поворота порядка 
п, Ян: — матрица перехода (1; 2, Dj) > 
4 у. -— (нь 20, Эл). Тогда 


: i 0 aft, 
bs О, in ==exp {— > Е ntl: а 


B;, а 
Рис. 12, ва 
и для Oj, +; справедлива формула (21). 

3.5. Полиномы с вещественными коэффи- 
циентами. В этом случае точки поворота и ЛС уравнения (2) 
обладают рядом дополнительных свойств. Напомним обозначение: 
М* — симметричное с М множество относительно вещественной 
оси. 
1. Точки поворота и ЛС симметричны относительно веществен- 
ной оси. 

2. Если 2;, т, — вещественные точки позорота, 4 (x) < 0 при 
хе = (xz, <), то { — ЛС. В (14) g, = 0. 

3. Пусть 2, — простая вещественная точка поворота, Ip, ly, 
1, — ЛС с началом xy. Тогда одна из ЛС (пусть I) есть интервал 
вощественной оси, 1, = lf и линия 1; \ хо лежит в верхней полу- 
плоскости Imz> 0. Линии 1,-\ Zo, lg \ хо не пересекаются 
с вещественной осью. 

А. Пусть 21, т, — простые вещественные точки поворота, Tz < 
< 1, 4 (1) < 0 при 2, < 1 < да. Обозначим через Д, 1, ЛС, кото- 
рые выходят из точек 21, т. и лежат в верхней полуплоскости. Тог- 
да Po = —л/ в (15). 

5. Пусть ЛС { пересекает вещественную ось в точке хо, 4 (Xo) 5 
#0. Тотда 1— конечная JIC, [= (рис. 13), а(2) = 
== (2? — a?) (2? + b*) (22 + с), a, b,c > 0. 

6. Пусть 2, — простая вещественная точка поворота, 4 (2) > 0 
при x > xy. Выберем ветвь Yq (x) > 0 при х > хо; тогда 5 (то, 2) = 
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=\Vi@a>0 при 274, S (fo, +>) = +. Поэтому 


Xe 
полуось x >> хо пересекается с областью Dy типа полуплоскости. 
Пусть 1, * — JIC, которые выходят из точки 15 и лежат соответ- 
ственно в полуплоскостях Imz> 0, На 2< 0. Существует об- 
ласть D такая, что функция 5 однолистна BD, 


DD (x, +00), DDD), р=р*, DDI 


u S (2) — полуплоскость Re $ > 0 с конечным числом вертикаль- 
ных разрезов. 

7. Пусть 4 (2) < 0 на вещественной оси В. Тогда В содержит- 
ся в области О типа полосы, р = D*, Действительно, пусть 


Уа (12) =ilVq (@); тогда функция 
5 (0, 2) взаимно однозначно отобра- 
жает В на мнимую ось. 
8. Пусть _ 9 (ty) =9 (4) =0, — 
2: <, 9 (1) > 0 при << а. /\ 


Обозначим через И, [, ЛС, которые 
выходят из точек ху, т, и лежат в 
полуплоскости Imz >> 0. Тогда су- 
ществует область D такая, что Рис. 13. 
9-Е Ь, D=D*, функция 5 
однолистна BD и 5 (D) — полоса вида а < Веб < Ь с конеч- 
ным числом вертикальных разрезов. uP 

9. Пусть” (50) = 0, 4 (2) <0 при x > 4. Тогда луч [= 
= (xo, +00) есть ЛС. Существует каноническая область D такая, 
что D D1, D = D* и все граничные разрезы области 5 (D) на- 
правлены в сторону, противоположную S (4) (рис. 14). в. Tl 

Вещественность полинома 4 (x) позволяет уточнить некоторые 
формулы для матриц перехода. 

10. Пусть 2x) — простая вещественная точка поворота, 
4 (2) >0 при 2, <<< +00. Занумеруем JIC Ц, И, ly, вы- 
ходящие из хо, TAK, что ly = (а, 2%), Пи = > Она Пий, = i. Вы- 
берем канонические области Do, D,, Dy так, что 


Dy) =D%, Dy = D¥, Dy Dy Di (в, ©), 


и введем элементарные DCP (u;, vs), отвечающие (lj, х, Dy), 
j = 0, 1, 1’. Тогда в тех же обозначениях, что ив (20), имеем 


Онобин» == 1, J ayo, |= 1. (22) 
44. Пусть 6 = +00 в условиях п. 10. Тогда 


Oye = exp { У А \ Gy (2) az} у 


#=1 hy 
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где контур J, изображен на рис. 15. Ветвь функции Yq (2) выбра- 
на так, что Yq (z)=i|Yq (2) | на пересечении контура с вещест- 
венной осью. 


Рис. 44. 


12. Пусть условия п. 14 выполнены, w, — вещественное репю- 


ние уравнения (2) такое, что и (-->2, А) = 0. Тогда 
w, (x, ^) ~ с49`\ (2) exp {— AS (xp, z)}, A> +00, 


are Mocca 
где с — вещественная постоянная, 1/4 (т) > 0, уа (2) > 0 при 
д > хо. Асимптотику решения w, на ЛС 1 = (а, xo) можно формаль- 
но получать следующим образом. 


Продолжив аналитически асимитотику с полуоси x >> xy на 


1, обходя точку поворота 2. сверху (снизу), получим значения 


Рис. 16. 


4 j р l, 


a 


ил (ит). Пути, по которым проис- 
ходит продолжение, указаны на 
рис. 15. Тогда асимитотика реше- - 
ния и, равна 


ил (2, 4) = fut (a, А) + wy (ar, 2)]. 


Это хорошее мнемоническое пра- 
вило. 

13. Пусть g (x) — веществен- 
нозначная функция, 2 < 2%, 
4 (11) = 4 (22) = Ong (1) > 0 при 
<< т. Пусть ти, 2, — про- 
стые точки поворота; тогда из 


точки 2, выходят ЛС Ц, 4, й, 


из точки 2, — ЛС i, Ё, 1, (рис. 
46). Здесь Imz> 0 при 2 ЕЦ, 


ЗЕ В, ЛС 1, 1, являются интервалами вещественной оси. Введем 
элементарные DCP (uj, vj), отвечающие тройкам (1;, г, 2), O< 
<] < 3, где <; = x, или xj = 2g, в зависимости от того, какая 
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из этих точек поворота является концом JIC Lj, и (uj, и»), ] = 1, 2, 
отвечающие тройкам (U5, х;, D5). Канонические области выберем 
* № 
так, что Dy = Do, D, = D3, так что 
Vo (2, 4) == Ио (Е, A), Vy (&, №) Uy (2, A). 


Остальные канонические области выберем согласованными (1.3.4), 
так что, в частности, будет выполняться тождество Ct go%oorK2' з == 1, 
Существует область D, граница которой содержит ЛС 4, Й, 1, 8 
и которая взаимно однозначно отображается функцией 5 на по- 
лосу а < Ве 5 < bc конечным числом вертикальных разрезов, 
причем D = D*. Положим 


D,=DbUDUDSULUL, Di=Dy 
D,=DSUDUDSULUG, В; = В, 


где DE = р, П {т z S 0}. Тогда [57] 
[easel = (1 + 6), | cog] = (1 + бум, 
Gar, = бабу» Lm (19/2) = 0, (23) 
xe 
5-е ОА, Е=) Уа@)4=>0. 
x 
Эти формулы интересны тем, что хотя значения C11 (A), Beg (A) на- 
ходятся лишь с точностью до О (А/М) при любом М, значения мо- 
дулей этих функций находятся с экспоненциальной точностью. 
Действительно, 


6» (A) = @11 (^), ar (A) == @ie (A). 
Далее, из тождества 
Q (A) = [(Qi Qa Qoo)" 
находим 
ay = 1046 [— (91.10,3)* -- ое м], Ory = ect зол, 
—1 r 
War = ОА, Wag = Аа, 
что приводит к соотношениям 
ary = баб» 1+ 6 = | Gael, 
5 == Мо (go) ". 


Здесь использовано тождество @320»,@з,з = 1. Следовательно, 
величина 6 вещественна, TAK что 


Tm (010/932) = 0, |» | = УТ dele, 
и аналогично получаются остальные из соотношений (23). 
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4. Произвольная зависимость коэффициентов от параметра. 
Рассмотрим уравнение 
Ш" — Q(z, A)w =0, 
(24) 
Q(z, № -3 а; (A) 21, dg (A) 5&0, 


где а, (A) — непрерывные функции А, при A> № > 0. В этом слу- 
чае и точки поворота, и ЛС уравнения зависят ord. Пусть выпол- 
нены условия; 

1) При A> № все нули 2, (^),..., 2, (А) полинома О — про- 
стые. 

2) Существует функция М (A) > 0, М (+00) == +-со}} такая, 
что круги 


On (№: [2 — 2 (№ 1< 10; (2 (№, №) Г М (A) 


не пересекаются при A > Ag. 
Введем обозначения 


S (2, 3 20) уе ла, 


1,2 (2, №; 2), = QE te, А) exp {4:8 (2, А; Z)}- 
Пусть Dy (A) — каноническая область, 


DQ)= рых. 0, Ox (A). 


Тогда при A > № S>1 уравнение (24) имеет решения ит, Wy 
такие, что 
и, (2, 4) /а 
[нау [< Aj(z)N*" (A), 
и; (2, 4) | 3/2 
| ци, 4), (z, м) 1 |< Aj (2) NN" (A). 


Здесь j = 1, 2, знак илюс берется при jf = 1 и 4) (2) > 0 при 
800, 2 ЕД (/), если Ве 5 > {< при j =1, ReS—+—oo 
при j =2. В частности, 

0; (2, №) ~ Hy (2, №; 29), A> +00, 


равномерно по z & D (A). 

Формула (19) для матриц перехода сохраняется, с той лишь 
разницей, что остаточные члены порядка О (A) следует заменить 
на О (№1? (A)). 

Пример. Пусть а (2) — многочлен степени п>2, 
Q(z, 4) =9(2) —А. Тогда можно положить М (A) = M/8-2e/8, 
гдег > 0 — любое, и остаточные члены в (25) будут иметь порядок 
О (AM), 


(25) 
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5. Дополнительные параметры. Рассмотрим уравнение 
и" — iq (2, ©) w = 0, 
q (2, ©) = ay (@) 2” + ay (@) т... а (6). (26) 


Здесь A> 0 — большой параметр, @ — комилексный параметр, 
а; (©) — полиномы, dy (0) == 0. Исследуем равномерность acumn- 
тотических формул по параметру ©. Введем обозначение 

b 


S (a, b; @) = . Va, ©) dz. (27) 


a 


5.1. Графы Стокса. Граф Стокса D(a) — это объе- 
динение всех ЛС уравнения (26) при @ = wo. Два графа Ф (0), 
Ф (@g) называются эквивалентными, если существует гомеомор- 
физм @: Ф (@,) > Ф (95), при котором точки поворота переходят 
в точки поворота. Значение параметра Wy называется регулярным, 
если существует окрестность U > ®. такая, что все графы Стокса 
Ф (©) при © & 0 эквивалентны, и сингулярным в противном слу- 
чае. Опишем структуру множества J всех сингулярных точек ©. 
Имеем 


9 (2, в) = ао (©) (2 — 6, (@))™. . . (2 — by (@))"*, 


где п, >21 — целые, п. +... -- п» =n, 6; (0) — алгебраиче- 
ские функции. Пусть Г, — множество всех нулей коэффициента 
ао (6), Г, — множество всех таких значений w, что 6, (w) = 6 (<), 
15Е Би Г, — множество всех таких значений w, что при некото- 
рых j, 1,7 #1], 

Re S (5, (©), 61 (в), @) = 0. (28) 


Эти определения не зависят OT выбора ветвей 6, (w). Таким обра- 
зом, J == Г, U Г» U Js; множество Г замкнуто. Множества Jy, I, 
состоят из конечного числа точек, множество J, — из конечного 
числа аналитических кривых, которые называются сингулярными . 

Напомним, что связные компоненты графа Стокса называются 
комплексами Стокса. Комплекс Стокса называется простым 
(сложным), если он содержит ровно одну (не менее двух) точку 
поворота. Если @) © Js, то существует конечная ЛС, соединяю- 
maa точки 6; (в), 6; (6), так что существует сложный комплекс 
Стокса. Такие комплексы играют существенную роль в задачах 
на собственные значения ($ 5). 


Примеры 1. g=—2+0 (гармонический осциллятор). 
Множество J, пусто, J, — точка w» = 0, Г, — прямая Im ® = 0. 
2. 4 = —2 (2 — ®)? (уравнение (26) описывает линейные вол- 


ны плотности в спиральной галактике). Множество J, пусто, I, — 
точка @ == 0, Js — объединение четырех лучей Im 5/2 = 0. 

3. а = — а (9) (2—6; (@))™ (2 — 6, (@))", где а, b,, 65 — поли- 
номы. Здесь Г, — множество корней уравнения а (6) = 0, Г, — 
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множество корней уравнения Ь, (в) = 6, (6), Г, — множество, 
заданное уравнением 


Re [ein/2(a (в)? (by (@) — 6, (в) чт] == 0, 
4. 4 = ez" — о. Множество Г, пусто, J, — точка w - 0, Г, 
состоит из лучей arg @ =-1р таких, что 
2p — фо + 2k 4- jf) пт = al. 


Здесь ik, be целые числа, А A j,OCj kon — 1. 

5. 4 = о'р (2), р (2) — полином, 2), ..., 2) — все его различ- 
ные нули. Множество 7, — точка ® = 0, множество J, пусто, 
множество J, состоит из конечного числа лучей arg ® = tp таких, 
что 


Re ex Vat) =0 
a 


при некоторых }, А, ] 52 К. 

Множество регулярных точек С \\ Г состоит из конечного чис- 
ла связных компонент (областей). Пусть ®:, ©, — регулярные 
значения, лежащие в одной компоненте связности О, y — простая 
кривая, которая соединяет точки Wy, д» и лежит BQ. Keanu D (1) — 
каноническая область при © = ®1, то при движении © вдоль 7 мы 
получаем семейство эквивалентных канонических областей 
{D (@)}, непрерывно зависящих от параметра о. 

5.2. Аналитичность ВКБ-асимитотик по 
параметру. Пусть о, — регулярное значение, D (5) — ка- 
ноническая область, 2 Dw, — максимальная область, состоящая 
из регулярных точек. Обозначим 


101, (2, , 6; Zo) = 41/4 (2, ©) exp {FAS (zp, 2, ©)}. 
В области D (wo) при ^, >> 1 существует DCP вида (7), (8): 
и} (2, \, @) ~ 1 (2, ^, ©; 2), Jf = 1, 2, (29) 


при @ = Wp. Пусть кривая 7 лежит в О и соединяет точки Wo, Oy. 
Аналитически продолжим вдоль y (по параметру ®) решения w; 
и ВКБ-приближения %;. Тогда формула (29) остается в силе при 
А — +00, 3 ЕД (6), при любом o Е у. В частности, функции 
из обеих частей равенства (29) аналитичны в области 9. Если 
КС ® — компакт, то асимптотика решений равномерна по 
o & К. Это верно и для высших приближений (10). Все указанные 
АР можно дифференцировать по 2, A, @ любое число раз. Соответ- 
ственно сохраняются формулы для матриц перехода. 

Пусть @) — сингулярная точка, y > ®, — кривая, все точки 
которой, кроме Wo, регулярны, и {D (w)} — непрерывное семейст- 
во канонических областей (0 Gy, @ ~ wo). Тогда предельная 
область D(w 9) — каноническая. Однако графы Стокса Ф.(®), 
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@ 52 Wo, и Ф (Wo) могут не быть эквивалентными и формула (29) 
может не быть пригодной при @ == Wy. Имеется важный частный 
случай, когда формула (29) сохраняется. Пусть L — сингулярная 
кривая, не содержащая точек типа Jy, Jy, и О;, ©, — примыкаю- 
щие к Г, компоненты связности множества регулярных точек. 'Гогда 
соотношение (29) сохраняется при аналитическом продолжении 
вдоль любой кривой 7, лежащей BQ, |] L |] ©.. 

Все сформулированные выше результаты остаются в силе, если 
коэффициенты а, (w), ..., а» (©) голоморфны в замыкании [G] 
ограниченной области комплексной плоскости о. Кроме того, они 
очевидным образом обобщаются на случай нескольких парамет- 
ров: @ = (@1,..., Om). 


§ 4. Уравнения с нелыми и мероморфными коэффициентами 


1. Уравнения с целыми коэффициентами. Рассмотрим урав- 
нение 


0, (1) 


где 4 (2) — целая функция, A >> 0 — болышой параметр. Любое 
рептение уравнения (1) является целой функцией 2. Результаты, 
призеденные в $3 для полиномов 4 (2), переносятся во многом 
и на этот случай, но имеются и исключения. Поясним основное 
различие меязду полиномами и целыми трансцендентными функ- 
циями с точки зрения ВКБ-приближения. Пусть 1 — полубеско- 
нечная линия уровня Re S (2%, 2) = 0 (или Im 9 (2%, 2) = 0) 
с началом в точке 25. Если 4 (2) — полином, то 


Т= [а (2)||dz| < оо. 


w" — Aq (2) ш 


Если 4 (2) — целая функция, то этот интеграл может расходиться. 
Например, если 4 (x) — вещественная периодическая или почти 
периодическая функция и | q(x) | > 6 > 0 на вещественной оси, 
то [== [0, со) — линия уровия Па 5 (0, 1) =0, Г= с (а== 
=Е const). Другой пример: 2 = co — точка поворота бесконечного 
порядка (4 (2) =e, 1 =(—oo, 0], J = оо). В обоих примерах 
ВКБ-асимптотики непригодны. 

Каноническая область D определяется так же, какив$ 3, п. 1, 
с той лить разницей, что [5 (D)] может содержать бесконечно мно- 
го вертикальных разрезов. Точно так же определяются области 
РТ, Р., но размеры =-окрестностей — свои для каждого разреза 
(если их бесконечно много и они сгущаются). Пусть D — канони- 
ческая область и выполнены условия ($ 2, (16)) : 


sup p*(z)<oo. (2) 


2=0ь 
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Тогда уравнение (1) имеет решения w, (2, A), и» (2, A), для которых 
при &Е= 0% (2 =)0.), ^ >> № справедливы формулы (7), (8) из 
$ 3. Понятия элементарной ФСР, матриц перехода и все формулы 
для них (с точностью до О (47!)) сохраняются. Если же вместо ус- 
ловия (2) выполнено условие 


sup (1 НЕ, 15 |4} <>, #=1,2,... @) 


ь, a 
ых tty 


то для решений 11, №. справедливы АР (10) us § 3. Bee остальные 
результаты $ 5 (кроме ин. 4—6) также сохраняются, если условие 
(5) выполнено в соответствующих канонических областях. 

2. 4 (=) — мероморфиая функция. В этом случае решения 
уравнения (1), как правило. являются неоднозначными функция- 
ми; особые точки уравнения являются точками ветвления решений. 

Воспользуемся той ae классификацией особых точек уравне- 
ния (1), чтонв$ 1, л. 2.2. Пусть g (2) — рациональная. 

2.1. Уравнение без регулярных особых 
точек. В этом случае [Ф] == Ф (Ф — граф Стокса) и ЛС разби- 
вают комилексную плоскость на конечное число областей типа 
полуплоскости и полосы ($ 1). Эти области и построенные из них 
канонические области — односвязные, так что в каждой из них 
можно выбрать однозначные решения уравнения (1). Все резуль- 
таты $ 3 справедливы и в этом случае. 

С помощью АР матриц перехода можно вычислить асимитотику 
при ^ — +00 образующих грулпы монодромии уравнения (1). 

Пример. Уравнение 

0 
имеет две иррегулярные особые точки 2 — из = oo. Фиксируем 
точку а =2 0, со, MCP (ш (2), we (z)), голоморфную в этой точке, 
и аналитически продолжим эту ФСР вдоль простой замкнутой 
кривой у, которая содержит внутри себя точку z = 0. Тогда полу- 
чим ФСР (2, (2), #2 (2)), голоморфную в точке а, и 
[= =] =U() [^ Al ‚ 
в, (2) w, (2) 
где U (A) есть (2 х 2)-матрица. В этом примере группа монодро- 
мии С уравнения имеет одну образующую U и состоит из’матриц 
0", п =0, +1, +2, ... Напомним, что группы монодромии, от- 
вечающие различным OCP, заданным в точкеа, подобны (гл. 1, $ 2). 

Введем три элементарные ФСР (и), vy), отвечающие тройкам 
(1, 2), Dj), где 2, = — 1, 22 = 43 = 1 (JIC см. на рис. 47). 

Перейдем от DCP (uz, vz) к (из, и), затем к (из, из) и, наконец, 
снова к (ил, и) (рис. 17); полученная матрица перехода 

О = Вио 9 
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есть искомая образующая группа монодромии. Имеем ($ 3, (15), 


(20)) 


0) 0 
Ne 
сз |е 0 
Qn = [; ul , 
где с) — нормировочные постоянные ($ 3), 
= \ 712) 42, Reay>0, j=4,2. 
Li] 


Контур y, соединяет точки —1, 1 ujsexur в верхней полуплоско- 
сти, контур y, соединяет точки 1, —1 и лежит 


ay7 Хол 
Оз = eins ще - 2 ale as [ ° : |. 


в нижней полуплоскости. Поэтому 2 
Oly == Cha, oy += \ Иа (2) 4: =“, t 
% 5 


где у — простая замкнутая кривая с нача- 
лом и концом в точке 2 = 1, которая содер- 

жит внутри себя точку 2 = 0 и ориентирована Рис. 47. 
положительно. Заметим, что функция Yq (2) 

принимает разные значения в начальной и конечной точках 
контура у. Имеем 


Г Ор —i 
OD (r= [Е b+ O(N) ‘| ? 


Собственные значения матрицы U равны 


ва -ЕИ Обувь И Ем. 


т 


Интеграл по контуру y равен + (t —)B(S, =). 
2.2. Уравнения с регулярными особыми 
точками типа £1. В этом случае функция 4 (2) может 


иметь полюсы второго порядка. Если а = 0 — такой полюс, то 


9 (1) = —р (2) — а), р (@) > 0. 


ЛС разбивают комплексную плоскость на конечное число?обла- 
стей типа полуплоскости и полосы, причем окрестность точки типа 
R,, 1 покрывается замыканием конечного’числа областей типа 
полосы. Поэтому все приведенные в $ 3 результаты о матрицах 
перехода сохраняются. 

Новым здесь является следующее: выделение решения с но- 
мощью краевого условия в точке a тина А,. Пусть). — область 
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типа полосы, причем две из ограничивающих ее ЛС 1, Г оканчи- 
ваются в точке А», и D — Dy — каноническая область. Введем 


новый параметр 
=— 2 1 4 
в=И +, (4) 


Kak и в гл. JI, $6, (11), p> 0. Уравнение (1) имеет два реше- 
HMA W,, Ш. такие, что 


Wy (2, ^) = 14 PMS exp {Е WS (20, 2)} [1 + в,» (а, в)]. (5) 
Эта асимитотика является двойной. Фиксируем Ay >> 0; тогда при 
А > Л =). 

] Физ (в, в) | < С. 
Если A > 0 фиксировано, 2 > а в области Do, то 
| фаз @ в) 13 С |#—а|. 
При 4 >> 0 фиксированном, z—> а, z< D, имеем 
W1,2 (2, 4) — Cae (A) (© — ау, 
так что эти решения сильно осциллируют. Если w — решение 
уравнения (1), 
№ (2, ^) —(2— иным Ура), za, зе (6) 
To w=C (A) w,. Аналогично, решение ш, можно задать с по- 
мощью краевого условия в точке a. Условие (6) можно заменить 
следующим: 
w’ (2, A) 
w (2, ^) > 


Эти результаты позволяют «отойти» от особой точки типа Ro, 
т. е. продолжить асимптотику решения в такую область, в которой 
пригодны стандартные ВКБ-асимлптотики, и затем уже производить 
сращивание асимптотик. 


(++ ip УР) (= — аъ sa, zee 


$ 5. Асимптотика собственных значений оператора 
— d?/dx* -- ^29(х). Самоеопряженные задачи 
1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 
ly = y" — №а Фу =0, (4) 
где функция g(x) непрерывна и вещественна на вещественной 
оси, ^ — спектральный параметр. 


1.1. Задача на всей оси. Пусть существуют конечные или 
бесконечные пределы lim 4 (x) = 4- > 0. Тогда спектр оператора 
eae 


1, рассматриваемого в пространстве Ly (В), чисто дискретен и со- 
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стоит из счетного множества положительных собственных зна- 
чений {/„} (серию {—^„} мы не будем рассматривать). Занумеруем 
их в порядке возрастания: 
O << do <A <... м <... lim м = + 00. 
Ис 

Собственные функции y, (x) = y (т, ^„) экспоненциально убы- 
вают при | x | > oo, и условие у <= L, (В) можно заменить крае- 
выми условиями 


y(—%, 4) =0, у (0, 4) = 0. (2) 


Требуется исследовать асимптотику A, при п oo. 
1.2. Задача на полуоси В’ = [0, +00). Поставим 
краевое условие 


ау (0, ^) + by’ (0, A) = 0, (8) 


где а, b — вещественные постоянные, (а, 0) (0, 0). Пусть 
lim 9 (x) = q,, 0 4, < о. Тогда спектр задачи (1), (3) чисто 
Xeon 

дискретен и обладает теми же свойствами, что и для задачи (4), (2). 
Условие y & L, (R*) можно заменить краевым условием 


у (+00, ^) = 0. (4) 


2. Задача на всей оси с двумя точками поворота. 

2.1. Асимитотика собственных значений. 
Пусть функция 4 (x) имеет ровно два вещественных нуля 2; < т, 
оба простые. Тогда 4 (2) < 0 при 1, <<, 9(1)>0 при 
<, © > xy. Пусть 4 (5) — полином степени п > 2. Асимито- 
тику собственных значений в этом случае можно вычислить с по- 
мощью теоремы из $ 2; не используя понятий канонических обла- 
стей и матриц перехода. 

При каждом фиксированном ^, > 0 уравнение (1) имеет един- 
ственное, с точностью до постоянного множителя, решение 
у: (2, №) (Ys (=, ^)) такое, что у: (—00, A) =0, (у, (оо, ^) = 0). 
Если ^ — собственное значение, то у» (x, A) = Cy, (x, A) в силу (2). 
Возьмем две различные точки Z, 2*; тогда получим уравнение для 
собственных значений 


ул (21, A) у(2,^) __ 
уг (24, ^) у (2, Ado Е i 


Это уравнение — точное, т. е. пригодно при всех А > 0. . 
I. Решение ya. Так как 4 (2) > 0 upu x > 2., то уравне- 
ние (1) имеет решение, для которого справедливо АР 


Уз (2, }) = 4"! (2) exp{— MS (15, 2) + > (eh. 5 ;; (1) at} (6) 


k= 
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при ^ — {о равномерно по х > <, + 6, 6 > 0 — любое. Здесь 


V9 (2), у 9 (2) > 0 при «> 1. Выясним область применимости 
этого АР при z, комплексных и близких к x. Отрезок № = [x,, 24] 
есть ЛС. Из точек поворота x; выходят еще по две JIC1;, й = lj, 
1 =1, 2 (рис. 18); Imz> 0 при ё 1, 252 <,. Напомним обо- 
значение: М* — множество, симметричное с М относительно вещест- 
венной оси. Если П — малая полоса вида | Imz | < в, то АР (6) 


Рис. 18. 


пригодно в области П*, полученной из П удалением окрестностей 
ЛС Ц, 4, И, и области, лежащей слева от [, И (см. рис. 18). Для 
любой точки 2 = П* существует бесконечный канонический путь 
y D Iz, + 5, +00) (cm. рис. 18). Возьмем в качестве 2* точку, 
лежащую близко к № и над К (например, 2* = (x, + 22)/2 + 
+ ie, O<e< 1), и положим 2 = 2°. 

. П. Решениеу.. Уравнение (1) имеет решение, для которого 
справедливо АР 


Yi (2, A) =91/^ (x) exp {as (т, 2) + D>) AF \ Oy («ath (7) 


К о 
при ^-> + со равномерно по х < 1, — 6, 6 > 0 — любое. Здесь 


У (2), vq (z) > 0 при 2 < 1. Область применимости AP в (7) 
вблизи оси x есть II” (см. рис. 18); в частности, оно пригодно 
в точках 2+. 

Подставив (6), (7) в (5), получим уравнение для собственных 
значений. При этом следует тщательно учитывать выбор ветвей 
всех многозначных функций. Пусть U — малая односвязная ком- 
плексная окрестность отрезка Jy. Тогда в области У = U \,  каж- 
дая из функций УЧ (2), а» (2) распадается на две однозначные го- 
ломорфные ветви. Обозначим (У (2)); ветвь, входящую в АР pe- 


шения у), и заменим для удобства М4 (2) на 
z 


mele | aaa: 


где 4% = 2,— 56, 2 =2,+ 6, 6>0. 
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Ветви (Yq (2));, (1/9 @)), выбраны так, что (Yq (2)), > 0 при 
т<1,, (Уч (@)), 7 0 при x >a. Поэтому (Уч @)), < 0 при 
ray, (Иа (ze), = И Уа (=) |на верхнем берегу разреза и 

(Уз С), = — (9 @)),, (@ (2), =(-1)" @ (2), =. 

Пусть С — простой замкнутый контур, охватывающий отрезок 
15 п ориентированный против часовой стрелки (рис. 19). Подставив 
АР (6), (7) в уравнение (5), полу- 
чим уравнение вида 


exp | bal ЧА = 1, 


Имеем (инчегралы берутся по пу- 

TAM, лежащим в У) 

4-1 = 5, (1), at) -- 5. (2, 2t) — 

—5% (ть, 2 — 5 2) = 

= So (2,2) ФР Se ay РУ 
+ [Sp (a, 2) — Sp (a, 2`)] 

Первое выражение в квадрат- Рис. 19. 

ных скобках равно интегралу 

Sy (aq, 21), взятому по верхнему берегу разреза о, так что оно равно 

iE, где 


x2 
= 17264. 8) 
x 
Второе слагаемое также равно iE), и потому 4-, = 2iE,, или 
4 = $ Vq() dz. 
Здесь и ниже Vq (2) = (Уч ())., т. е. 
У @) > 0, ЕС, => x. (9) 
Далее, 
—~ If 4¢ а, ; 
d= —q$ <) 42 = — ni, 
2+ 2+ 


а, =| } (Gy (2))1 dz — (— и} (ct, (2))2 as] ‘ 


+7 < 4 @x@nds— § а = 1)" фа (ват, 
+. sx : с 


где ветвь Yq (2) выбрана в соответствии с (9). Окончательно полу- 
чаем уравнение для собственных значен: 


exp {2% —т+ 2 (—1)* $ Oy (2) dz} =1, 
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левая часть которого — асимитотический ряд. Все числа d, — 
чисто мнимые. Следовательно, справедливо АР 


© 


Into = пл + = D> Bras’, usec, (10) 


т 
k=1 
rye n> 0 — целое, 


Be ae fos ydz. 


Применяя формулу Бюрмана — Лагранжа, получаем AP A, 
по степеням n™! при п -> oo: 


А, = ale + = + У (any", 
r=] 


w= ara) VOT hw (1) 


Несмотря на то, что ряд f (и), вообще говоря, расходится, при 
формальной подстановке в = 0 для 7, получаются конечные вы- 
ражения. Из (14) следует, что 


== = (Муга jae)" (ne +) + Grrr ends wots), 


EA 
Из проведенных выше рассуждений следует, что АР (40), (11) 
справедливы при следующих предположениях относительно 4 (x): 
1) g(a =C*(R), lim q(z}= 44. > 0; 
xb 
toe 
2) интегралы { | a, (2) | da, | |<. (2)| 4х сходятся при всех 


co 
k =4, 2, Sey 
3) функция 4 (2) голоморфна в комплексной окрестности отрезка 
Е Sal 
Если указанные в условии 2) интегралы сходятся при k = 
=41,2,..., М, то справедливо АР вида (10) с остаточным членом 
-м 
O (hn ). 


Приведем некоторые замечания. 
1. Требование аналитичности функции 4 (2) (условие 3)) — 
лишнее: АР (40), (11) имеют место при условиях 1), 2). В этом 
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случае 


АЯ а, 4 


да 


где 1/4 (x) = #| Ка (x) | и интегралы В. подходящим образом 


регуляризованы. я 

2. Фуикции о. (2) голоморфиы в области U, за исключением 
полюсов в точках 2, 2, и В». — рациональные функции от зна- 
чений производных функции g (2) в точноу 21. ty. Если 4 (2) — по- 
лином, то В». — алгебраические функции от его коэффициентов. 


3. Если 4 (2) — полином, то функция S=\ 
абелевым интегралом (эллиптичееким при и =3, 4 и гипер- 
эллинтическим при п >> 5), который очевидным образом ассоцииро- 
ван с уравнением (1). Число 


4 = dz является 


аа= фу 4: 
© 


есть чисто мпимый период абелева интеграла 5. Из (114) следует, 
что главный член асимптотики выражается через этот период: 
An ^^ пли а.1. Если 4 (x) имеет несколько (любое конечное число) 
точек поворота, то главный член асимптотики A, также выра- 
жается через чисто мнимые периоды интеграла 54 
2.2. Гармонический осциллятор. Рассмотрим 
уравнение 
у’ — № (7 — а) у=0, а>0. 
Как известно, собственные значения определяются из соотношения 
а 
о бане л 
№ \ Ya a dx na + yO” =0,1,2,... (12) 
<a 
Приведенный в п. 2.1 метод позволяет точно вычислить все Ap. 


В данном случае х, = —a, 1х, = а и никаких ЛС, кроме 1;, lj, 
]1= 0, 1, 2, нет. Пусть О, — область, ограниченная ЛС 4, 1%, ly, 


и 5—1 ИЗ @ dt, Vq¢(@)> 0 при x> а. Тогда 5, (2) есть 


комплексная плоскость 5 с разрезом по полуоси (—ioo, 0). Имеем 
yi (2, 4) = g¥4 (2) eo И а (в, №), 


rye а, (2, A)-> 0 при &ё Е D,, z—> oo, | Ве 5 | > со равномерно 
mo V>h, > 0 ($ 3, п. 2). Пусть D, — область, ограниченная 


JIC 1, ly, lv, и 5: = К Vat dt, Уч @®)> 0 при < —а. Тогда 


— 


5: (Dy) = 5, (Di), уз (&, №) = 91 (2) #8 М в, (в, №), 
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rye & (2, ^) > 0 приз — Dy, 2-> оо, | Веб, | -> со равномерно 
по A> Ay > 0. Если Х — собственное значение, то у, (2, A) = 
= Cy, (2, ^). Пусть 2 лежит в области О, ограниченной ЛС 4, hi, 
15; тогда 


1 фа (2, А) = Co (1 +в, (2, ^)). 


Устремляя 2 к бесконечности в области D (например, 2 = iy, 
ет x * 

y— +00), получаем 1 = Сей». Взяв области О; вместо О; и 

D* вместо D, получим 1 = Се"*. Исключая С, получаем урав- 

нение для собственных значений ec?” — 1, откуда следует (12). 
2.3. Правило квантования Бора — Зоммер- 

фельда. Рассмотрим задачу па соб‘твенные значения для 

уравнения Шрёдингера 


р? 


2т 


ap 4 (U (2) — Вф=0 (13) 


с вещественным потенциалом U (x). Здесь Е — спектральный па- 
раметр (вещественный), h > 0 — малый параметр. °%# 

Пусть потенциал U (x) имеет вид «потенциальной ямы», т. е. 
U (x) имеет ровно одну точку минимума 2, и 0" (2) > 0 (U' (2) < 
< 0) при > 4% (2 < 4). Пусть 0 (5) = 0. Тогда существуют 
конечные или бесконечные пределы Us = U (+ с) > 0. Поло- 
жим J = (El, Е], где O< Е < В < min (U,, 0.). При каж- 
дом E & J уравнение (13) имеет ровно две, и притом простые, точ- 
ки поворота x, (Е) < х, (Е). 

Пусть 9 = 2m (И (x) — Е) удовлетворяет при E == J условиям 
типа 2), 3) п. 2.1: функция U (2) голоморфна в а отрезка 

а о 


I = [x (Е), х, (Е?)], и интегралы К | a. (x) | da, Jay (2) | dx 
é 


сходятся при а <2, (Ey), b> = (Е... Здесь a, (x, Е) вычис- 
ляются по функции 4 = 2m (0 (5) — Е). Те же рассуждения, 
чтоиви. 2.1, приводятк АР 
х(Е) со 
V 2m (E—U (a) dz =, (вт + =) + ру В, (E) he", 
=(Е) fa 


: (14) 
i 

Br =z (— Op ay (а, B)da. 

Это соотношение — уравнение относительно Е, из которого мож- 


но найти асимптотику собственных значений £,, (h) при следующих 
условиях: 


в>0, ERCE<EL КВ <(n+z)h<s@. 
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Главный член асимплотики определяется из уравнения 


р т GGA 1 | 
ГЕ) == нь У2т (Е — О \2)) Ч =п (x + ~y)h. (45) 
Формула (15) называется правилом квантования Бора — Зоммер- 
фельда. 

Функция f (Ё) обладает следующими свойствами: 

1. Если U (2) = С (В), то f (Е) = (® (№, №), 0< < 
< В, и строго монотонно возрастает. Если х, — невырожденная 
точка минимума (U" (xy) > 0), to f (Е) == С® [0, Е]. 

Последнее утверждение неверно, если U" (z,) = 0. Например, 
О (x) = x*, f (Е) = const. Е 4. 

2. Если функция U (5) голоморфна в комплексной окрестности 
отрезка J = [2, (£2), x, (Е?)], то функция f (ЕЁ) голоморфна в ком- 
плексной окрестности отрезка J == [£}, Eel, Е > 0. Если, кро- 
ме того, U” (20) > 0, то это верно при Ay = 0. 

Это свойство функции f (Е) следует из формулы 


j(L) =Фут@Е— OE az. 


Приведем некоторые замечания. 
я re. 
1. Пусть OS EX} CE< EE}, h->0, п- оо, так что nh—> 
—> const. Тогда главный член асимптотики £, (h) равен 


En в) =f (h (в + 2). 
При этих условиях справедливо АР 
En (h) = En (®) + с + @ht + ... 


Коэффициенты с„ могут быть вычислены методами теории возму- 
щений. 

2. Если О” (zo) > 0, то АР (14) справедливо и в том случае, 
когда 03 Е< В. Это следует из того, что при Е = 0 уравне- 
ние (13) He имеет;точек поворота, близких к вещественной оси 
и отличных от 2, (Ё), т, (Е). Поэтому из АР (14) можно получить 
асимптотику низших уровней энергии EL, (h). Пусть ® — 0, 0 < 
< п < и», THE п, фиксировано; тогда 


Е» (h) = я ® + Ч) U" (то) в + О (№). 


3. При фиксированном Е, 0 < < Е < Е, функции ay, (2, Е) 
голоморфны в комплексной окрестности отрезка [zx (Е), 2 (Е)]» 
за исключением полюсов в точках 2; (Е), z, (Е), и В», — рацио“ 
нальные функции от производных функции U (2) в этих точках. 
Если U (x) — полином, то В», — алгебраические функции от Е 
и коэффициентов полинома U (2). 
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2.4. Асимптотика собственных функций. 
Пусть функция 4 (2) удовлетворяет условиям 1) — 3) п. 2.1, 0, — 
комплексная =-окрестность отрезка [z,, 2,], функция а (2) голо- 
морфна в области Оз. Обозначим U объединение области Us \, П.., 
0 <ь < в, и полуосей х < 1, — в, ха, + в. АР собственной 
функции y, (7) при п — co на полуоси x > 2, + в, дается форму- 
лой (6), где A = Ay, и является равномерным по 2. Все функции, 
входящие в АР, — многозначные' функции 2 при 2 = 0. re ne 
менее, как показано в п. 2.1, АР (6) для и, (2) = y @ n) спра- 
ведливо всюду в области U, т. е. при A = A, правая часть форму- 
лы (6) — однозначная функция при 5 == 0. АР функции урл (7) 
при п-> oo на полуоси 22, — = &o мы получим, аналитически 
продолжив AP (6) с полуоси x > >14, |- в. Для главного члена 
асимптотики этот факт был доказан Г. Биркгофом [68]. 


р Е 
Выберем вотви У4 (x), 9 (x) положительными при х < 11; 
тогда 


Yn (= сы (a) exp {AS (215 2) + a J a, at}, 
(16) 


came— exp {— И. + 


при п- co, 1 < 1, — fy. Здесь С, — контур, состоящий из по- 
луосей (—oo, 4, — &.), (2, + =, oo) и части контура С, соеди- 
няющей точки x, — Ey, Lg + &. и лежащей в верхней полупло- 
скости. Эти АР можно дифференцировать по х любое число раз. 
Заметим, что постоянная с, веществениа, так как функция у» (2) 
вещественна, и c, = (—1)" [1 {О (п). 

Найдем АР и, (x) на отрезке Г = [z, + #5, х, — &]. Если ана- 
литически продолжить правую часть формулы (6) с полуоси 
(z,, - со) в точку 1, лежащую на верхнем (нижнем) берегу разреза 
J, то мы получим значение уз (т, An) (уз (х, ^,)) и искомое АР 
есть их полусумма ($ 3, п. 1.2). Так как yz (2, hn) = ys (1, №), 
то 


Yn (2) =|9(2) *Re(exp{in Уз +1 + . 


+Усм- Jawad). (17) 


Ветвь Yq (2) выбрана tax, что Yq (2) 0 при z> zy, контур 
интегрирования обходит точку x, сверху. Главный член асимито- 
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тики равен 
Yn (= |q (2) M4 cos (nx + $) 8" || Va | +Z)| +0", 


так что у„ (x) сильно осциллирует на отрезке [21, Zl. 
Асимптотические формулы для собственных функций вида 
(6), (16), (17) справедливы и дляТуравнения (43). Главные члены 
АР имеют вид 
х 
Yn (0) = (0 (2; — Е.) ехр {#2 | УБЕ, 4}, ак), 
(Е) 


Yn (2) = (Ey — U (в) cos (he ad V—U@+E, d+—>— +), 
(EZ) 
11 (Е) “та (Е), 


x 
Yn (2) = (U (2) — Ко) хр (и | ИБ EF, at}(—1)", «<a (F). 
(Е) 

Все корни в этих формулах положительны. 

2.5. Применение матриц перехода. Пусть 
4 (2) — полином, удовлетворяющий условиям ип. 2.1. Получим 
формулу (10) для собственных зпачений, используя АР матриц 
перехода ($ 3). Этот метод может показаться в данном случае бо- 
лее сложным, чем приведеиный в п. 2.1. Однако он более универ- 
сален и применим, в частности, в случае, когда уравнение (1) име- 
ет любое конечное число вещественных точек поворота. 

Из $ 3, un. 3, 5, 6, следует существование области 0% такой, 
что функция S (т), 2) одполистна BD}, 


DiD (% +»), 62, (3) = Ds 


us (2%) — полуплоскость Ве 5 >> 0 с конечным числом верти- 
кальных разрезов. На рис. 19 D} есть объединение областей Dy, Dy 
и ЛС 1. Если 4 (2) — целая функция, удовлетворяющая условию 
1) © 1, п. 2), то 5 (23) может содержать бесконечно много верти- 
кальных разрезов. 

Каноническую, область О, > (1,, 4-00) выберем так, чтобы 


Dy 0), = D3. Тогда 90. > J lo UL ly (em. рис. 19). Пусть 
DE =D,\(DI9 {+ Imz= 0}; тогда области D;, Dz не пере- 
секаются, лежат соответственно в верхней и нижней полуплоско- 
стях и (D3)* = D3. 

Аналогично строится область D} > (—oo, 21). Положим 


D,=DIULU BUD: U Ds 
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тотда Di = D, ир, \ D, = Dz U Dz. Введем еще каноническую 
область 


Dy = Dt Uy U Dz = ВБ, 


и элементарные DCP (и;, vj), отвечающие тройкам (lj, xj, D;), 
1. = 2,. Пусть у. (x, 4) — решение, имеющее АР (6). Тогда 
Уз (2, A) == е/? у, (2, A). Выразим у» через ФСР (ил, в), т. е. 
продолжим его асимптотику c ЛС 1, на ЛС 1. Имеем у; = 
= e*/12 (qu, -+ bu,), где " 


[:] ins (1 = 420129 [.] 


и Я; — матрица перехода от /-й системы к А-й. Решение 
ил (т, A) (в (1, A)) экспоненциально растет (убывает) при 2 -— 
—>—oo, и если /, — собственное значение, то 6 (4) = 0. Это и есть 
Уравнение для собственных значений. 

Вычислим 6 (A), используя AP матрид перехода. Введем еще 
две элементарные DCP (u;-, vj), } =1, 2, отвечающие (lj, 2;, Dj), 
rye Dy = D;. Тогда ФСР, отвечающие ЛС, выходящим из точки 
поворота z,, согласованы ($ 3, и. 3.4) и аналогично для 2. 

Имеем ($ 3, un. 3.1, 3.4) 


так что 
Q, e-in/3 | x Рае | 
7) tl ь 
BA оба» + Bay 52) 
В = cits, (18) 


Учитывая тождество %05/.’.05 = 1, получаем уравнение для 
собственных значений 


CMS p04 == 1. 
Так как ($ 3) 


Oj, == К о; (2) dz, 
бк 
где контуры li, [5.2 указаны на рис. 15 (они уходят обоими 
концами на бесконечность соответственно в областях D,, De), TO 
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справедливо АР 


(лю) 1 = exp {5 $ a (2) 4}, 
k=1 C 


где ветвь Yq (2) выбрана в соответствии с (9). Для собственных 
значений снова получаем уравнение (10). 

3. Задача на всей оси со многими точками поворота. 

3.1. Пример. Пусть 


=[] @-2), mar... За, 


Уравнение (1) имеет 2п простых вещественных точек поворота 
хуи п конечных ЛСГ, = [2,;—1, 2», лежащих на веществеяной оси. 
Из точки поворота хувыходят еще две бесконечные ЛС 1;, i, где 1; 
лежит в полуплоскости Пи 2 > 0. ЛС разбивают комплексную пло- 
скость 2 на 2n -- 2 областей тина полуплоскости и п — 1 областей 
типа полосы. 

Области типа полуплоскости: а) О”, 907 = Ц |] й; 6) D;, 
OD; > Iajnn u TyU bn 15158 в) Dt, OD* = ly U Bos 
г) DU, A<f<n. 

Cbmacze” типа полосы: @, OG; = le; GU lay U Gia. 
(Случай п = 2 см. на рис. 3. В частности, D* содержит полуось 
27 т», О` — полуось x < ay. 

Уравнение (1) имеет решение у, (x, A) (см. (6)), свойства ко- 
торого приведены в п. ale Продолжим асимпитотику этого ре- 
щения на полуось & < т. Введем канонические области 


D,=D°ULUEU DU Di, 
Den = D* U lan U #, U Da U DE, 


так что Dy > (—o, 41), Dan D li -++ co), и эти области симмет- 
ричны относительно вещественной оси. Положим 


Ри = Dn U Tn Ц 2» = Dina 


и точно так же построим канонические области О.„-з, .. 
Далее, пусть 


Den-s =D, U Gri U Dar U 1-1 Ц len-a- 
Введем элементарные DCP (и), vj), отвечающие тройкам (1), 2), О), 


(uj, vj) — тройкам (IF, г}, 2}) и (@;, 7s) — тройкам (2, т» Р»;-1). 
Имеем (п. ) 


Ya (в №) = egg (а, №) = ева (аш + в). 


Собственные значения определяются из уравнения b (A) = 


‚ Dy 
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Имеем 
2», 1 — Эл oe Я, anon, 2т-1* 


Матрицы 8,;›;: имеют вид (18), где 


Fag 2h, 
( вены [ 2 | 
, 


5—8, = \ | Vat)| az, 91,5 = 


м: 0 1 
25-1 
ху 
n=) Va@ar>0 
XQj-1 


(cm. § 3, (45) ), Поэтому 
D(A) = с (A) ЦО лью (@an-a,en-a)ea «++ (ardor + О (6), 


> ®, 
10 == win 1, 
1<j<n—-1 


rye c (A) = 0. Используя (18) и ограничиваясь главными членами, 
получаем для собственных значений уравнение 


TL 0325) + Обл = 0 це, 
j=l 


Поэтому имеется п серий qa } собственных значений 

MP == (n -| 1/3) ле + 0 (и), n+, (19) 
где А = 1,2,..., п. Для каждой из серий справедливо АР вида 
(5), где С = С; — это замкнутый контур, охватывающий от- 
резок [15 1, Xj]. Среди этих серий могут оказаться такие, которые 
имеют одинаковые АР. 

3.2. Общий случай. Пусть полином 4 (<) имеет веще- 
ственные нули 2, < 1, < ... < т и все они простые. Тогда сира- 
ведлива формула (19). Метод доказательства тот же, что и ви. 3.1; 
различие проявляется лишь в выборе канонических областей. 
Именно, в качестве D~ берется область, описанная в $ 3, п. 3.5, 
№ 6, и аналогично выбирается D*. В качестве G; выбирается не 
область тица полосы, а область, граница которой содержит ЛС 
1, #, Бр, Ён и которая отображается на полосу а < Re S < b 
с конечным числом вертикальных разрезов ($ 3, п. 3.5, № 8). Об- 
ласти О; типа полунлоскости — такие, что д/); — [;, строятся так 
же, каки ви. 2.5. 

АР (19) справедливы и в том случае, когда функция 4 (5) 
Е= C~ (В) голоморфна в комплексной окрестности отрезка [21, 2х] 
и сходятся интегралы 


оо 
\ far@ldt, | la. @|dt, к=0,1,2,... 


(см. п. 2.1). Приведенные в п. 2.1 замечания остаются в силе. 
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4. q (x) — челная функция. В этом случае всякая собственная 
функция либо четная, либо нечетная. Пусть 4 (x) имеет ровно че- 
тыре вещественные точки поворота 2; < 1. <0<х,< 2%, все 
простые (41 = —%, 4, = —Z3), и 4 (1) — полином, для простоты. 
Тогда спектр состоит из двух серий собственных значений {Az }, 
{An}. Их АР по степеням п" полностью совпадают и имеют вид 
(11), где контур С охватывает отрезок [х;, х.], так что 


АЕ — А = O(n), n> oo. 


Оказывается, что разность A, — A, экспоненциально мала при 
п > © — происходит экспоненциально малое расщепление спект- 
ра. Обозначим 


ха 


& =} [У 42, n=) Va@ar>0. 


Главный член асимптотики спектра равен 
AE = ®-- 1/2) лы! О (n), 
Справедлива формула Ландау — Лифшица 
| An — № | = &' exp {—1о АЯ ¥} ИО]. (20) 


Доказательство этой формулы получено в [55] и основано на 
следующем факте. Если 4 (2) — четная функция, то точки поворо- 
та и ЛС расположены симметрично относительно начала коорди- 
нат. Пусть (u (2), v (2)) — элементарная ФСР, отвечающая тройке 
(1, 20, 02). Тогда (и (—2), v (--z)) — элементарная ФСР, отвечаю- 
щая тройке (—l, —z), —D). Рассмотрим пример: 4 (2) = (x — 21) Х 
х (2 — 4.) (2 — xy) (2 — 24); доказательство формулы (20) в общем 
случае отличается незначительными техническими деталями. ЛС 
изображены на рис. 3. Пусть y, (x, 4) — решение вида (6), кано- 
нические области Dy — 14, Dy + выбраны так же, какиви. 2,5, 
а капоническую область D,—) 1; возьмем в виде О; = Dy U 
вии \-— Do) 0 С, где @ — область, ограниченная JIC 4, 
ly, ds, ly. Тогда Dy = — D3. 

Продолжим AP решения у. © JIC 41 не на JIC 4, ана ЛС ly. Вы- 
берем элементарные DCP (и; (2), v; (2)), отвечающие тройкам 
(dj, 23, Dj), j = 4, 3, 2’, 4' (ср = 2)). Тогда 

2 yp 2p QgorQ,g. а 
Имеем (uy (2), vy (2)) = (Ue (—2), vy (—2)), если jf = 1, k = 4; 
j = 2, k = 3. Поэтому 
Оу = Qs. 
Имеем 
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где a, 6, с имеют вид, аналогичный (18). Так как у. (2, A) = 
= е 12 yp, (х, 4) и решение uy (zx, A) экспоненциально растет при 
д — —с, то собственные значения определяются из уравнения 
(01) з = 0, которое приводится к виду c? = а*е №, Следова- 
тельно, 


с (A) = +a (A) №, (21) 


Серию корней, отвечающую знаку плюс (минус), обозначим Ay (Az). 
Так как 


а (At) = i(—1)" [4 +0 (и, е (AF) = 2iat (—1)™, 


то из (21) следует (20). 

Случай, когда 4 (x) четно и имеет восемь вещественных нулей, 
исследован в [55]. 

5. Задача на полуоси. Рассмотрим задачу на собственные зна- 
чения на полуоси х > 0 для уравнения (1) с краевыми условиями 


у (0, ^) =0, у (+e0, A) = 0. 


Ограничимся простейшим случаем: 4 (5) — полином, имеющий при 
xz > 0 ровно одну, и притом простую, точку поворота zy > 0. Как 
u Bu. 2.1, собственная функция у (x, A) = const-y, (x, A), а соб- 
ственные значения определяются из уравнения у, (0, A) = 0. 
Пусть x, фиксировано, 0 < zy < 2p; тогда при 0 < < < a, асими- 
тотика решения у, имеет вид (17), где LZ следует заменить на Zp. 
Поэтому справедливо АР, аналогичное (10): 


© 
‚сл ok 
№6 = пл Pao ) Bryan's п, 
ет 
хо 


5 = Иа, = 


ее ф a, (2) dz. 


© Cc 


Здесь С — простой замкнутый контур с началом и концом в точке 
2 =0, охватывающий интервал 0 < х < 1% и ориентированный 
положительно. Ветвь Yq (2) при 2 ЕЕ С выбрана в соответствии 
с (9). 

Точно так же асимптотика дискретного спектра вычисляется 
при краевом условии вида (3) и при любом конечном числе точек 
поворота на полуоси х > 0. 


$6. Асимитотика дискретного спектра оператора 
—y" +i7¢(x)y. Несамосопряженные задачи 
1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 
у" — №а (ру =9, (1) 


где 4 (2) — комплекснозначная функция, и задачу на собственные 
значения на всей оси или на полуоси [0, +co). Постановка этих 
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задач такая же, Kak uw B § 5. Рассматривается случай, когда спектр 
является чисто дискретным, и исследуется асимптотика собствен- 
ных значений {^„} при | А» | > co. При этом предполагается, что 
функция 4 (2) аналитична в окрестности вещественной оси или 
полуоси. 

Эта задача является несамосопряженной, так как функция 
4 (1) принимает комплексные значения. Отметим, что неизвестно 
ни одного результата об асимптотике спектра уравнения (4) в слу- 
чае, когда 4 (x) — комплекснозначная функция. 

Рассмотрим, например, задачу на собственные значения 


у (0) =0, y (t)=0 


на отрезке J = [0, 1] для уравнения (1). Пусть g (2) = С® (J), 
- arg q(x) =Е const. Обозначим через y (x, 4) решение уравнения (1) 
с данными Коши у (0, A) =0, y’ (0, A) = 1; тогда собственные 
значения /„ — корни уравнения у (1, 4) = 0. Функция у (1, ^) — 
целая, первого порядка роста, и можно показать, что она имеет 
бесконечно много нулей {/„}. Пусть 4 (2) — вещественнозначная 


функция; тогда числа ij, вощественны. В этом случае можно найти 
их асимптотику в предположении, что функция 4 (x) имеет конеч- 
ное число нулей на отрезке [0, 1]. Если же arg 4 (x) = const, то 
асимптотика собственных значений {^„} неизвестна. Неизвестно 
даже, группируются ли они вблизи конечного числа лучей в ком- 
плексной плоскости A при | А, | >> 1. Вполне вероятно, что это не 
так и что асимитотической формулы попросту нет. В какой-то 
степени эта гипотеза подтверждается данным параграфом. Оказы- 
вается, что расположение собственных значений с большими но- 
мерами на комплексной плоскости A и их асимптотика опреде- 
ляются расположением ЛС относительно вещественной оси; для 
полиномов 4 (x) соответствующие условия являются необходи- 
мыми и достаточными. 

2. Задача на всей оси. Пусть 4 (2) — полином степени п > 2: 


4 (2) = а" а... ав. (2) 


В $5 было замечено, что асимптотика спектра самосопряженной 
задачи связана с существованием конечной ЛС. Если полином 
4 (2) не имеет вид (az + 5)", то существует конечное число значе- 
ний arg \ = p,, при которых существуют конечные ЛС. Однако 
для того, чтобы такая ЛС порождала бесконечную серию соб- 
ственных значений, сосредоточенную вблизи луча arg A = %,, 
должны выполняться некоторые условия на топологию ЛС. 
2.1. Комплексы Стокса, соединяющие +oo 
и —oo. Определение комплекса Croxca см. в $ 1. Положим 
arg 4 =1p, arg ay = go, и пусть exp {i (2p + о) 62 (—co, 0), 
если п четно, exp {i (2$ + go)} Е (—oo, оо), если п нёчетно. 
Тогда существуют области ДО” (A), D* (^) типа полуплоскости 
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такие, что О” (А) содержит полуось вида (—oo, a], D* (A) — по- 
луось вида [b, +00). 

По определению комплексе Стокса К (A) захватывает +00 
(—oo), если одна из областей, на которые К (A) разбивает ком- 
плексную плоскость 2, содержит Dt (A) (D™ (A)). Комплекс Стокса 
К (A) соединяет - со и —oo, если он захватывает --с0 A — со 
(рис. 20). Введем условия: 

1) все нули полинома 4 (2) — простые; 

2) при каждом фиксированном arg A уравнение (1) и имеет не 60- 
лее одной конечной ЛС. 


Рис. 20. 


Нетрудно видеть, что это случай общего положения. 
Собственная функция удовлетворяет краевым условиям 


y (—0°, A) =0, у (+00, A) = 0. (3) 


Фиксируем arg i = фо, и пусть exp {i (24 -- фо)} — неотрица- 
тельное число. Тогда при каждом фиксированном A = ре", 
0 > 0, уравнение (1) имеет решение такое, что 


Yo (т, №) ~ ФИ (2) exp {—AS (то, 2)}, х— +00. (4) 


pores 2 >1, Re [AS (xq, 2)] > 0 при x>> ay, так что у» (+-00, 
№ =0. Второе линейно независимое решение экспоненциально 
возрастает при х-— -+- со, так что собственные значения опреде- 
ляются из уравнения у, (—с, 4) =0. Пусть 655 — сектор 
| агр № — фь | < 9 < 1; тогда асимптотика (4 ) пригодна при 
> +> и при A= Ss фиксированном, А 5-0. Эта асимпто- 


тика — двойная: она пригодна при A> oo, A = Ss, равномерно 


Пусть Po таково, что не существует комплекса Стокса, соеди- 
няющего -|-со и —oo. Тогда в секторе Ss при 9 << 1 может лежать 
только конечное число точек спектра. Покажем это в случае, когда 
нет конечных ЛС. Тогда решение у, (z,4) при АЕ 55, |A| > 
№ > 1, экспоненциально убывает при |2 |-> > в области 
D* (A) и экспоненциально растет во всех других областях! типа по- 
луплоскости, в том числе и в области О” (A) ($3). Общий случай 
рассмотрен в [55], 
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Пусть 2. — точки поворота, лежащие на OD+. Обозначим 
Е 


& =\ V (2) dz; 


Zz 


контур интегрирования не проходит через другие точки поворота, 
Тогда существует единственное значение arg A = tp, такое, что 
Ве (E,e%) = 0; при этом существует конечная ЛС 1, соединяющая 
точки 2_и2,. Пусть exp {i (24$, + фо)} не является отрицательным 
числом при п четном и вещественным числом при п нечетном. Тог- 
да комплекс Стокса, содержащий линию [, соединяет +00 и — со. 
Задача (1), (3) имеет бесконечную серию собственных значений 
{^.,}, для которой справедливо асимитотическое разложение 


„ФУ а: + Х(—ы"фы@ ат +1), пью. (5) 
Cc k=1 С 


Здесь С — простой замкнутый контур, охватывающий линию Ll. 

Очевидно, что имеется серия {—A,}. Кроме того, задача (4), (3) 

может иметь конечное число точек дискретного спектра. Доказа- 

тельство можно провести тем же способом, что ив $ 2, пп. 2.4, 2.5. 
Главный член асимптотики имеет вид 


Фуа" +0). 
meg. 


hy == Tt (и + 1) 


Заметим, ITO ф Иа (2) 4: — один из периодов абелева интеграла 
16. 


\ Vaz) dz. 

Какив$ 5, можно вычислить асимптотику собственных функ- 
ций и получить АР для А, по степеням nr“. Собственная функция 
у(7, Aq) имеет п пулей, расположенных вблизи линии 1. 

Эти результаты можно обобщить на тот случай, когда имеется 
k> 1 комплексов Стокса, соединяющих +-co и —oo, т.е. они 
расположены так, как комплексы Стокса в случае, рассмотренном 
в$5, п. 5. 

2.2. Задача на полуоси. Рассмотрим задачу на co6- 
ственные значения для уравнения (1) на полуоси [0, -!- со) с крае- 
вым условием в нуле: 


ау (0, №) + by’ (0, 4) =0, (6) 


тде (а, Ь\ -2 (0, 0). Пусть 4 (2) — полином вида (2), где п > 1. 
Если exp {i (24, + фо)} F(—oo, 0], то существует область 
D* (A) типа полуплоскости, содержащая полуось вида (zp, +00), 
Zo > 0. По определению комплекс Croxca D* (A) соединяет 0 и 
09, если 

1) существует область D(A) > D* (A) такая, что OD (A) < 
с К (A); 


5 М. В. Фодорюв 
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2) Существует ЛС 1 (^) = д (^^, проходящая через точку 2 =0. 
Простейший вариант изображен на рис. 20. 
Пусть 4 (2) удовлетворяет условиям 1), 2) из п. 2.1. Как ив 

п. 2.1, можно доказать, что если при агё А = ip не существует 

комплекса Стокса К (A), соединяющего точки 0 и oo, то в секторе 

Ss: | arg’ — po | < 6<<1 может лежать только конечное число 

собственных значений. Пусть при arg’ = py такой комплекс 

Стокса существует; ограничимся краевым условием y (0, A) = 0. 

Тогда имеется бесконечная серия собственных значений {A,}, 

асимптотика которой дается формулой (22) $ 5, где контур С ох- 

ватывает не интервал [0, хо), a ЛС 4. 

Приведенные выше результаты переносятся и на тот случай, 
когда функция 4 (2) голоморфна в окрестности вещественной оси 
или полуоси [0, --оо). 

3. Уравнение Штурма — Лиувилля. Рассмотрим уравнение 


—y" а(2) у = м, (7) 


где 4 (2) — полином вида (3) с комплексными коэффициентами. Ис- 
следуем асимитотику собственных значений задачи на всей оси 
и задачи на полуоси. Пусть ay = poe", р, > 0; будем предпола- 
гать, что выполнены условия: 1) |0 | < a; 2) 0520, если т ue 
четно, для задачи на полуоси. Тогда спектр задачи на всей оси 
и на полуоси — чисто дискретный. 

С помощью замены переменной 


8 =еЩ, в = | АГ" 
уравнение (7) приводится к виду, аналотичному (1): 
у’ WO (Ee) y 0, (8) 


m1 


вари, О.в) ак" — #9 Халат, 


Здесь ф = argd, —л <p <a. Ясно, что при малых |e | етрук- 
тура точек поворота уравнения (8) примерно такая же, как и при 
Е —=0, т. е. Kak для уравнения 


w” — п? (а05" — е9) ш =0. (9) 
3.1. Топология линий Стокса уравнения 
(9). Точки поворота равны 


= i —9 ker 
брате, oy, =P | O<k<m—1, 
BOG они простые ‘и лежат на окружности |6 | = pe Обозначим 


b 
5 (a,b) =\ Ум", 
a 
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Пусть С° — комплекеная плоскость & с разрезами по лучам 

гб = ре №, ри" < р оо, которые выходят из точек пово- 
рота, У, — сектор ф,-, < arg¢<,. Будем нумеровать точки 
поворота, лучи ит. д. по шой т. Ветвь функции S = 5 (0, 2) в 06- 
ласти С° нормируем условием 


Идо" — e |) о = 1. 
Функция S (0, 2) выражается через интеграл Кристоффеля — 
Шварца, откуда следует, что сектор У, взаимно однозначно ото- 


брад:ается функцией 5 на область У; в комплексной плоско- 
сти 5. Граница этой области — ломаная, состоящая из отрезков 


= 10, Р] и лучей Т T;} = [Pj, оо), 1 = —1, К; угол между 
г и Г; в точке Р; равен 3n/2 (угол берется внутри Si): Здесь 
К) — образ точки поворота &; ime ; 


~1/ Agee л T (im 
Pi copy” "AVE, QD, Co ут i dt a г и и 


Фиксируем ф и покажем, что если луч Г, — не ЛС, то Г, co- 
держится в некоторой области D типа полуплоскости и OD co- 
держит JIC, выходящие из точки поворота 5,. 

Пусть If, Гр - берега разреза Г,, принадлежащие соответ- 
ственно секторам Уха, Dp 

Пусть прямая J: Ве 5 = Re Р, лежит в Х,; тогда 3, содержит 
полуплоскость D вида Ве 5 > Re Py, или Ве 5 < ReP,. Ее 
прообраз — искомая область /), а прообраз прямой 1 состоит из 
двух ЛС, образующих 0D. 

Пусть 3, не содержит Ё тогда она содержит один из верти- 
кальных лучей ¢ началом в точке Р,, Ве S = Вер, на луче; 
обозначим его Г. Прообраз Г есть ЛС L’. 

Пусть D — область, ограниченная ЛС и лучом L’. В секторе 
У,+: целиком лежит либо одна JIC L* с началом в точке G, либо 
две. Область, ограниченную Гфи Lt, обозначим D*; если имеются 
две ЛС, то в качестве L* возьмем ту из них, для которой D* не 
содержит ЛС. Область D = D* |] D~ (j Г, содержит луч Г, и не 
содержит точек поворота; D — искомая область. 

3.2. Комплексы Стокса. Из условия 1) следует су- 
ществование области D* (Ф ) типа полунлоскости, которая ies 
жит полуось вида [а, --оо). Граничные лучи сектора S,: ф_ 
<argp<p,, Pe = (<n — 6)/(т 4- 2), являются а Ви 
JIC, = область D* ($). Покажем, что точка пово- 
рота 5, ($) при любом ф лежит на 90+ ($). 

Пусть ф < <; тогда луч Г, (ф) лежит в  сокторе ба 
В силу п. 3.1 этот луч содержится в области типа полуплоскости, 
которая в данном случае обязана совпадать с D* ($). Тем самым 


5 
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утверждение доказано при |@ | <л, « = Кт -+ 2) p — 26]/m. 
Пусть « Gln, м + (2л/т)]; тогда 5, С Хо и в секторе 5, Her 
точек поворота. Рассмотрим У,-образ сектора УХ. Имеем 

arg Ро = 1/2 -- > л, arg Py = arg Py — 2п/т, 


так что Ве Py < ВеР-_, < 0и потому Хо содержит полуплоскость 
Il: Веб < ВеР.. Поскольку arg 5 (0, 2) —л -| (0/2) при 
д-— 00, то Re 5 (0, 2) > —oo и образ полуоси [0, --оо) при 
а > 1 содержится в области П. Следовательно, прообраз области II 
совпадает c D* (9). 

В силу условий 1), 2) существует область О” (ф) типа полу- 
плоскости, содержащая полуось вида (—oo, —а]. Если m четно, то 
ть (9) = AD~ (9); вели m ночетно, 70 (ини ($) © 00- (9) при 
0<9 < лиц (9) ЕД” (9) при —л< 0 < 0. Это следует 
из приведенных выше рассуждений. 

Пусть т четно; тогда комплекс Стокса, соединяющий -|-со 
И — со, обязан содержать точки поворота Cy ($), бт/з (Ф). Эти точки 
должны лежать на конечной ЛС, в частности, интеграл 
5 (0 ($), Smo (9)) должен быть чисто мнимым. Отсюда следует, что 
при т четном +-co и —oco связаны тогда и только тогда, когда 


ф = 20/(т - 2). (10) 

При т нечетном + oo и — со связаны тогда и только тогда, когда 
Ф = (20 — л)/(т + 2), О<0<л; ф = (20 + am + 2), 

—л<60<0. (11) 


Точки 0 и -[ оо связаны тогда и только тогда, когда ф имеет 


вид (10) как при четном, так и при нечетном т. 
3. 3. Асимптотика собственных значений. 


Точки поворота уравнения (7) имеют вид 


(oe) —=Ce(9) [1+ Den we’, 


где ряд сходится при малых | e |. Комплекс Стокса, соединяющий 
-+oo и —oo (или 0 и +00), существует при ф = Po (=), где Po (&) — 
гладкая функция при малых # > 0, @y (0) = ф, а Фо имеет 
вид (10) или (14). Асимптотика собетвенных значений задачи на 
всей оси дается формулой (5), где следует заменить A на p, 4 —на 
О (5, =). Контур С охватывает ЛС, соединяющую точки б, (фо) и 
Cx (Фо), THe & = m/2 при т четном, А = (т + 1)/2 при т нечетном, 
0<0<n,k = (т — 1)/2 прит нечетном, —л < 0 < 0. Имеем 


| ф V aot™ — е® 4 | = [Ги (Ру — Р, |, 
с 


и асимптотика собственных значений имеет вид 
< 
Oe Amemetrmitns2) | { +3 оибвААть | 
k= 
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Здесь ф, имеет вид (10) или (11), 


Улашг (3/2+ ит) (m+8)/(2m) 


А = [ао т [ Tame 


ис == 1 при т четном, Cm = cos л/(2т) при т нечетном. 


$ 7. Задача на собственные значения 
е регулярными особыми точками 


1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 
(1 — 2?) w" + p (2) w' + [ag (2) +r (lw = 0, (1) 


где функции р (2), 4 (2), г (2) голоморфны в односвязной облас- 
ти D, содержащей отрезок J = [—1, 1]. Уравнение (1) имеет две осо- 
бые точки z = 1,2 = —41, обе регулярные, с характеристическими 
показателями (0, p,), (0, p_), где px = 1 + р (44)/2. Точка z = 1 
будет неособой тогда и только тогда, когда р (1) = 4 (4) =r (1) = 
= 0; этот случай и аналогичный для точки 2 = —1 исключим из 
рассмотрения. 

В класс уравнений вида (1) входят уравнение Лежандра, ги- 
пергеометрическое уравнение, уравнение Матье, уравнение для 
вытянутых угловых сфероидальных и угловых кулоновских сфе- 
роидальных функций с индексом т == 0 и др. Для перечисленных 
уравнений числа Py вещественны. 

Пусть U — МАЛАЯ окрестность точки 2:1. Torna в U суще- 
ствует ФСР (и (2, A), we (2, ^)) следующего вида (гл. Г, $ 2): 

1) Число р, — нецелое. Решение ит голоморфно в UO, 

wy (2, №) = (1 — 2+ oe (2, 2), he 
функция wy голоморфна в 0. Введем пормировку: ил (1, = 
= w) (1, 4) = 1; тогда функции wf (2, A), wy (2, ^) а но 
совокупности переменных (2, 4) при 2 = =, О, ЛЕС. 

2) Число р, < 0 — целое. Ремение wy — такое же, как ив 1), 


wy (2, №) =0, (A) wt (2, №) п (4 — 2) + (4 — 2+ (5,^), (3) 


функция &{ голоморфна в U и не равна нулю при 2 = 1. Коэф- 
фициент 0, (^) — полином от A, 

3) Число р, > 0 — целое. Решение wi имеет вид (2) и голо- 
морфно в U, 


Dy (2, ^) = Wy (z, ^) +0, (A) wy (2, №1 (1—2), (4) 


где функция 3 голоморфна в U, 0, (4) — полином or ^. 

В любом из этих случаев уравнение (1) имеет решение, голо- 
морфное в точке 2 = 1. Аналогичная DCP (ил (2, A), wy (2, ^)) 
имеется в окрестности точки 2 = —1. 
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Назовем число А собственным значением уравнения (1) (на ин- 
тервале (—1, 1)), если существует решение w(z, 4) = 0, голоморф- 
ное в точках 2 = 1, z = —1. Это решение назовем собственной 
функцией; из аналитической теории дифференциальных уравнений 
следует, что собственная функция голоморфна в области О. Мно- 
экество всех собственных значений обозначим У. 

Данная постановка задачи на собственные значения отлн- 
чается от классической, в которой задаются краевые условия в точ- 
ках 2 =1, 2 = —4. Папример, для уравнения Лежандра 


(1 — 22) w” — 22 +- № = 0 
ставятся краевые условия 
1 ш (—1) |< о, [№ (|<. 


Для этого уравнения p_ == р, = 0 (вариант 3)), так что одно из 
решений голоморфно в точке 2 = 1, второе имеет логарифмическую 
особенность (аналогично для точки 2 = —1). В o6mem случае 
краевые условия для задачи ина собственные значения можно 
поставить так: 


| wm) (—1) |< 00, | wy (4) [< 00, 
где числа п. можно выразить через Pz. 


Спектр 2 совпадает с множеством нулей некоторой целой 
фуякции порядка роста не выше 1/2. Поэтому 


x | A, Ге < co, 


где сумма берется по всем A, ХМ {0} и => 0 — любое. 
Более точной информации о поведении собственных значений A, 
при п-> оо в общем случае, но-видимому, получить нельзя. 
В этом параграфе найдена асимптотика A, при условии, что 
q(x) > 0, г == Г. Это условие выполняется для всех перечислен- 
ных выше классов уравнений. 

2. Ложный спектр. Если /, <= У, то уравнение (1) имеет одно- 
значное в области D решение — собственную функцию (речь идет 
только о нетривиальных решениях). Это решение однозначно, 
очевидно, и в области Dc разрезом по отрезку J, т.е. BD \_ Г. По- 
ставим следующую задачу. Пусть уравнение (1) при некотором 
^ имеет решение, однозначное в О \ Г. Будет ли A собственным 
значением уравнения (1)? Оказывается, что возможны следующие 
варианты: 

I. Числа p_, р, — нецелые. В этом случае либо 4 <= У, либо 
линейно зависимы решения Wy, из, т. е. 


wy (2, №) = C (A) wy (2, A). 
II. Число p_— целое, число р, — нецелое. В этом случае 
либо У, либо линейно зависимы решения Wy, Wi, т. е. 
wy (2, ^) = С (A) uy (2, A). 
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ПТ. Числа p_, р, — целые. В этом случае A = У. 
Обозначим Х множество всех ^, СЁ Х, при которых уравнение 


(1) имеет решение, однозначное в области D \ Г. Множество Я 
назовем ложным спектром. Из утверждений Г — ПП следует, что 
для того, чтобы А ЕЕ Х |] ый необходимо и достаточно, чтобы одна 
из четырех пар канонических решений (и, ил), (wi, ws), 
(wt, ид), (wz, Wz) была линейно зависима. 

Если ЛЕХ |] У, то группа монодромии G уравнения (1) 
в области D допускает исчернывающее описание. В частности, эта 
группа разрешима, а в случае Ш нильпотентна. 


3. Асимптотика решений уравнения (1) в области D\ I. Вве- 
дем обозначения 


hep’, ба, Ve 20 at, 


Ка, ) =ехр {- + ao at} , 


wry (2,1; a) = = (+= 7G ий [(а, 2) exp {+ ips (a, z)}. 


Уравнение (1) имеет ири и — co ФАР вида 


vig (sn) —= whe Esnsadoxe{ $} СЕ wn wa}, 0 
k= 
где знак -}+-(—) берется для решения и, (1). Функции У, (2) 


определяются из рекуррентных соотношений 


tis 8) — a [ИЕР 0+ Sn ysl], 
q (2) pa 
мо. ©) 


НЕТ В @) +702) + (28) ый | 
где 
G(2) = 9(2) (1 — #1, B (2) = (а) (4 — п), F(z) = т (2) A — 24). 
В дальнейшем предполагается, что 
9 (2) > 0, 1 <=<1. (7) 


Поскольку асимптотика решений интересует нас лишь в окрест- 
ности отрезка Г, то можно считать, что 4 (2) 520 в области D, 
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Пусть П — полуполоса Вен > 0, [Imu | < А, где А > 0 фик- 
сировано. Асимптотика решений будет исследована при p ЕП, 

> с. 

3.1. Линии Стокса. Пусть ^ > 0; тогда отрезок Г = 
=[—1, 1] является ЛС. Линии уровня Ве $ (а, 2) = const, 
близкие к J,— простые замкнутые аналитические кривые, содер- 
жащие внутри себя отрезок J. Функция YF (2) распадается в об- 
ласти D\ J на две голоморфные ветви. Выберем ветвь корня, 01- 
рицательную на верхнем берегу разреза J: 


У) < 0, -t<r<t; (8) 


тогда 
Уйа-—ю) 0) > 0, —1 << 1, 


Уй(@®) = — 1 У 221. 
При таком выборе ветви корня имеем 
Ве [15 (1, =)] < 0, = О \ Г, (9) 


где интеграл берется по пути, лежащему в D\ Г. Линия уровня 
Im 5 (1,2) =а при малом а `` 0 — простая замкнутая кри- 
вая, охватывающая отрезок J. Заменим область Р областью 
Im 5 (1, 2) < а; полученную область снова обозначим D. 

Область D\ I является областью тина кольца. Функция 
5 = 5 (1, 2) босконечнозначна в этой области. Обозначим D ри- 
манову поверхность функции 5, рассматриваемойв D \ J (Б— 
универсальная накрывающая области D\ 1); тогда функция 
S (1, =) однолистна в области H и отображает ee на полосу 4: 0 < 
< Im S <a. При этом часть д@, на которой Im 5 = 0, состоит 
из бесконечного числа одинаковых отрезков Jy, 1,, 11, №, Le, ..., 
где 1, — образ верхнего берега разреза Г, 1, имеет вид [0, ibd], 
b> 0. 

3.2. Решение и. Решения уравнения (1), вообще говоря, 
являются бесконечнозначными в области D \ Г функциями, и их 
римановы поверхности совпадают с D. Поэтому необходимо ак- 
куратно определить понятие решения. Фиксируем точку а & др, 
а > 1, и зададим росток w (2, |4) некоторого решения в этой точке. 
Аналитическое продолжение этого ростка по всем путям с началом 
в точке а приводит к многозначной функции, каждый росток кото- 
рой — решение уравнения (1). Эту функцию также обозначим 

w (2, и). Удалим из полосы G -окрестности образы всех точек ново- 
рота и прообраз полученной области обозначим 0%. При вЕеП, 
Re p > 4, >> 1 и при любом М >> 1 уравнение (1) имеет решение 
вида 

м 2 
ов) м erpiarexr{ Х вида И +0 -*-], (10) 
в 


= 
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где оценка остаточного члена равномерна по 2, ложащим на любом 
компакте К C Di. Решение w, голоморфно по well, Вен > 


>%_>0 при каждом фиксированном 2 = Dy. АР (10) можно 
дифференцировать по 2 и по и любое число раз. В дальнейшем бу- 


N 
дем пит и BMCCTO Ww). 
Ветвь \" F(z)» и точки и выберем так, чтобы 


ет [17 G 7 (a)|. 


Га) 
Далее, функцию wi (2, и; а) заменим на функцию 
ил (2, и) = [4 (2) f (а, 2) exp {и (1. 2)}, 


что приведет к умножению решения и, на постоянную. 

Существование AP (10) следует из того, что любую точку 3 = 

= Dt можно соединить с точкой а каноническим путем 7. В ка- 

честве у можно взять прообраз отрезка, который лежит в области 

Ge и соединяет образы указанных точек. Исходный росток peme- 
ния ш: при 2 = a равен w, (а, и) = 1 + О (в). 

Пусть —1 <5<\1, кривая o* (x) соединяет точки аихи 
Im 2 >> 0 на этой кривой. Значение решения, полученное при ана- 
литическом продолжении вдоль ©" (x), обозначим w, (x + 10, в). 
Если a (x) — кривая, симметричная с a (x) относительно воще- 
ственной оси, то значение W,, полученное при аналитическом иро- 
должении вдоль © (=), обозначим Wy (x — iO, п. Из (10) следует, 
что при —1 +68 << 1-—65, где 0<8<1, 


ил (г + Ю, = — ах п“ ut РОШ] х 


корни jjae— ра, 
at 
(14) 


=l7F Pal tom где тие J padi}. 
© 

Заметим, что решение w, экспоненциально убывает при p & Ц, 
| -> co в любой точке 2 Е D, что следует из (9). 

3.3. Решение ш.. Фиксируем точку 6, лежащую на верх- 
нем берегу разреза Г, и пусть В == S (1, 6), где интеграл берется 
по пути —a* (5). Множество всех точек S © Gi, которые можно 
соединить с точкой В кривой, вдоль которой Ве (#5) не возраста- 
ет, обозначим через (2, a его прообраз — через Dz. Проекция мно- 
жества D? на плоскость Z строится так: из замыкания области 
Л \\ Г необходимо удалить окрестности точек z= —1, 2 =1 и 
нижнего берега разреза J. ь : 
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При peli, Ве > > а, S>1 и при любом N > 1 уравнение 
(1) имеет решение их вида 


N а 
wy (в) (ца) exp{ № (—wr ys ai} [1 ОУ, (42) 
j=1 а 


оценка остаточного члена равномерна по 3, лежащим на любом KOM- 
nate К С: 0%, Остальные свойства решения w) — такие же, как 
и у решения w). Далее будем писать и» вместо шх. Как и выше, 
заменим функцию их (2, ц; а) на функцию 


ил (2, в) = [9 (2) } (а, 2) exp {—ip 5 (4, 2)}. 
Заметим, что решение wy экспоненциально растет при p & II, 
{oo в каждой точке z= 2% \ Тв силу (9). Решения ши, wy об- 
разуют ФСР уравнения (1). При том же выборе значения 4-!/ (а), 
что HBT. 3.2, имеем 


и (х |- iO, п) = 


x 
= iF) [1 + OW exp fin) [YTB ae -+ \ род ; 
. 1 at 
(13) 
Однако приведенный выше результат об АР решения w, не позво- 
ляет найти значение w, (x — ®, |). 

3.4. Матрицы перехода. Найдем асимптотику реше- 
ния ш, на нижнем берегу разреза, т. е. значение Wy (x — iW, |). 
Фиксируем точку « == (—1, 1), и пусть at -- at (x) — описанные 
вп. 3.2 пути, yy = a (a), так что y* — простая замкнутая 
кривая, обходящая точку 2 = 1 в положительном направлении. 
Положим w == (ши, w,)"; тогда 


w(x — i0, p) == Т, (п) w(x +- 9, p). 
Введем обозначения 


a4 ==ехр {2лр+}, A=exp {5 ив} р (14) 


Op SR ф You (Ва — Clon =(§ Е М (t) dt 
aS a at 
При р = ЦП, и — oo имеем 
йа (1) = O (=), fhe (в) = А, (15) 
в: (в) = —А-“7 + O (w=), te (р) = ах + O (ys). 
Действительно, 


ил (x — i0, p) = ay ил (2 + i0, p) + Faia x + i0, p), 
wy (1 — i0, в) = Bw; (x + i0, в) + Ви» (x + i0, и) 
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Так как y@ (x — i0) = — {/F («+ 10), то S(t, #- 8) = 
= —S (1, 2 + iO) и потому 

wy (x — i0, 1) vy (z + i0, в) om 

wy (x — 0, |) ws (x +70, в) +9%>), 


откуда следует, что th, (и) = О (pre). 
Заменяя решение w, (x — iO, ц,) и» (2 + ®, в) их AP (10), 
(12), получаем после сокращения на eS тождество 
© 
tien) = exp { S (wt | ys @ at —(—w)* ка 
k=0 ` an at 
с точностью до слагаемого порядка О (u-~), Функции Yo, (2) од- 
нозначны в окрестности точки 2 = 1 и имеют в ней полюс, так 
что 


\ Yor (0 dt — \ Yor (t) dé = — ф узк (0 dt. 
at ye 


pa 


Далее, Yorsi (2) = VG (2) Forsr (2), где Я: (2) — однозначная 
в окрестности точки 2 = 1 функция. Поэтому @з,-1 не зависит от 
выбора точки z © (—1, 1). Тем самым доказана формула (14) для 
элемента й,. Имеем 


w* (x — 0, в) = 71 (ви (x 4- 0, в), 


где wt — каноническая ФСР (п. 1). Собственные значения матри- 


цы 7, (и) равны 1 и a;", собственные значения матрицы 7’, (п) те 
же, так как эти матрицы подобны, и их теоремы Виета следуют 
АР элементов th, В». Формулы (14), (15) позволяют найти АР ре- 
шения. 

Замечание. Формулы (14), (15) для матрицы перехода 
T, (в) справедливы и в общем случае. Пусть функции р (2), 4 (2), 
г (2) голоморфны в точке z =1, 9 (1) #0 и U — малая окрест- 
ность этой точки. При A >> 0 из точки 2 = 1 выходит одна JIC р, 


которая задается уравнением Ве (i м V9 @at) = 0. Для опреде- 
ae 

ленности будем считать, что Ве (= — 1) <0 при zElf 0, 
55-1, и выберем ветвь Vg (2) в области 0 \ [ так, что Ве [iS (1, 
2)]<0ОвИ\ 1. Тогда в области U\ Г существует ФСР (uw, (2, A), 
из (2, ^)), для которой справедливы АР (10), (12). В данном слу- 
чае роль J играет линия 1, а под 3 + ®, 2 — {0 понимаются точки, 
лежащие на верхнем и нижнем берегах разреза J, Асимптотические 
формулы для матрицы перехода Т, (и) сохраняются. 

Фиксируем точку z + 0, —1 < х<1, лежащую на верхнем 
берегу разреза J, и аналитически продолжим DCP w (2 + ®, в) 


140 УРАВНЕНИЯ В КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ гл. Ш 


вдоль простой кривой yc началом в точке « + 20 и концом в точке 
1—0, которая обходит точку 2 = —1. Тогда получим DCP 
w' (x — i0, в) 4 w(x — ®, в). Имеем 


w (a + i0, в) = Т, (в) wt (+ — i0, в). 


Tem же способом, что и выше, доказывается, что справедливы 
асимптотические формулы 


В, (и) =1+ 42, № =0, (16) 
fi (и) = —ABam", (и) = — (AB)? 


при p Il, p—> © с точностью до слагаемых порядка О (р-®). 
Выражения для а_, А приведены в (14), 


B=exp{inf VFO at + Yur фи а, (17) 
‘ № k=0 v 


где y — простой замкнутый контур, обходящий отрезок J в поло- 
жительном направлении. Главный член АР имеет вид 


Вер [- 1 LV ee |aet nie, +. — 9} +00, 
= 


где значение корня — арифметическое. 

4. Асимптотика спектра. Пусть 4 Е», ш (2, А) — собетвен- 
ная функция; тогда в малой окрестности точки 3 -а, а=р, 
a> 1, имеем 


w (2, ^) = (№) шт (2, A), 
где с (A) = (с, (A), с» (A)), ш (2, ^) — DCP (ш» (2, A), we (2, ^)). Для 
того чтобы число A было точкой спектра, необходимо и достаточно, 
чтобы решение ш было однозначно в окрестностях особых точек 
2 =1и2 = —1, так что должны выполняться соотношения 
с (в)Т: (в) =e (в), с (ВТ, (р) = с (в). 

Из первого уравнения находим с с точностью до множителя: 

с = (a}, —A), (18) 


а из второго находим В = a_a,. Следовательно, уравнение (1) 


имеет бесконечную серию собственных значений 1, = ph, для 
которых справедливо АР 


< 


tn ФУ?) dz—i >} ва" Py, (2) 42 = 2лп +2n(p,+p_), nov. 
у k=0 


v 
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Контур y тот же, что и в формуле (16), вотвь И (2) в области 
D\ Г выбрана в соответствии с (8). Имеем 


фут @ рае = 2h VFB Iae, 


fue авы Ь_ —1), 


так что главный член асимптотики имеет вид 


мя [+ (p(—1) p(t] ПУ @ ac) +0(4), 
n—-> oo, (19) 


Эта формула получена в [43] при условии, что р(—1) > 0, 
p(1) < 0, но без предположения 06 аналитичности функций р, 
4, г. Если р, 4, г вещественны, то 1-я собственная функция имеет 
ровно п нулей на интервале (—1, 1) и формула (19) дает асимпто- 
тику п-го собственного значения. Kak ив$ 5, п. 2, можно получить 
АР вида 


УХ ап", n3~. 
= 


Из формулы (19) следует, что если функция р (x) комплексно- 
значна, то собственные значения A, при и >>> 1 лежат внутри не- 
которой параболы в комплексной плоскости А, содержащей полу- 
ось (0, + 00). Из (18) получим 


Wy (2) = a wy (т, dn) — Аш: (т, №), 


что позволяет найти АР собственной функции w, (2) на любом 
отрезке вида [—4 + 6, 1 — 6], 0 < 6 < 1. Чтобы найти асимпто- 
тику собственной функции вблизи точек 2 = +- 1, можно восполь- 
зоваться результатами, приведенными в гл. IV, $ 4. 

5. Асимитотика ложного спектра. Для того чтобы число ^ 
принадлежало множеству Х (|) Х, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось соотношение 


с (u) Tr (в) Te (в) = с (р), 


т. е. матрица Т, (м)Т. (№) должна иметь собственное значение, 
равное единице. Из формул (15), (16) следует, что либо В = 
= а_а, и тогда ^ © У, либо В == 4 и тогда 4, = У, если аа, ~ 1. 
В случае, когда a. =2 1, a, 51, а-а, = 1, не удается различить 
спектр и ложный спектр. Из уравнения В = 1 и формулы (16) на- 
ходим АР для точек he = ft? ложного спектра. Главный член 
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асимптотики равен 


в [an + (РФС 1) _ 


$ 8. Квазиклассическое приближение 
в задачах рассеяния 


1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 
y” — dq (x) y = 9, (1) 


где 4 > 0 — параметр, 4 (5) — вещественнозначная функция. 
К этому виду приводится уравнение Шрёдингера 


У — 8 $=0, 


описывающее одномерное движение квантовомеханической части- 
цы массы т с энергией А в потенциальном поле с потенциальной 
энергией U (x). Предполагается, что существуют пределы 
lim 9(2) =9+520. (2) 
х-—ее 8 
В квантовой механике рассматриваются следующие задачи: 
1. Задача об отражении от потенциаль- 
ного барьера бесконечной ширины. В этом 
случае 


< 0, 4, >06, 
и возможен случай 4, = -+-оо (вариант q_>> 0, 4, < 0 мы не бу- 
дем рассматривать). Пусть сходится интеграл 


} Ни Wa 4=< к; (3) 


co 


тогда при каждом фиксированном A > 0 уравнение (1) имеет DCP 
(ут, Yz) такую, что 


Yie~|q_[ Meth, тю, В ==А| а. |. (4) 


Решение у: (yz) описывает бегущую направо (налево) волну. 
Если имеется бегущая направо волна ут, то она отражается от 
барьера, т. е. решение имеет вид 


У (x, №) = ys (x, №) +4 (A) и (а, №). (5) 
При 2 -+ -+-с решение обязано обращаться в нуль: 
y (+00, № == 0. (6) 
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Величина В = | а(^) | называется коэффициентом отражения 
от барьера, и нетрудно показать, что В (A) = 1, так что интерес 
представляет лишь фаза функции a (A). 
Пусть пределы 4, >> 0, 4_ < 0 конечны, условие (4) выполнено 
и сходится интеграл 
“ex 


У \IWa@ |—-l Va lar <>. (7) 


Тотда уравление (1) имеет DCP (уг, у) и DCP (уг. ys) такую, что 
при х -+ -|-- > 


yile, №) — fq, se, у, )~l ote, k= АУ, |. (8) 


Постановка задачи о рассеянии в этом случае приведена в $ 11 
‘гл. П. Имеются два варианта этой задачи. 

2. Задача о прохождении сквозь по- 
тенциальный барьер. В этом случае функция 4 (x) 
имеет пули. 

3. Задача о надбарьерном отражении. 
В этом случае 4 (x) < 0 на всей оси. 

В этом параграфе вычисляется асимптотика 5-матрицы при 
^-> оо, в предположении, что функция 4 (2) голоморфна в ок- 
рестности вещественной оси. 

В гл. П, $ 11, показано, что уравнение (1) имеет ФАР вида 

о x 
ля (2, A) =e (ayexp {LAS (a, 2) + (LAr а}. ©) 


k=tb 


Здесь обозначено 
5,2) =\ У 04, «й=-т0, (10) 
8 


функции о, (2) определяются формулой (3) $ 3 гл. И. Веюду 
B дальнейшем предполагается, что сходятся интегралы 


ос 
{ Jar W@lat, | jo, ав К=4,2,... (11) 


oo 


Для того чтобы получить главный член асимптотики, достаточно 
сходимости этих интегралов при Е =1{. 

При выводе асимитотических формул вначале предполагает- 
ся, что 4 (2) — целая функция и что сходятся интегралы от функ- 
ций | a, (2) | по тем каноническим путям Y, которые необходимы 
для решения задачи. Bee эти формулы справедливы при менее 
жестких условиях на функцию 4 (x). В частности, аналитичность 
этой функции необходима лишь в п. 4. 
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2. Отражение от барьера. Функция 4 (x) положительна пря 


z > a> 1; выберем ветви |4 (2), $ q(x) положительными при 
z >a. Уравнение (1) при каждом фиксированном A > 0 имеет 
решение у. (x, A), для которого справедливо АР (9) ‘при < —> -- оо. 
Это решение удовлетворяет условию у» (-|- >, A) = 0 и определя- 
ется своей асимптотикой с точностью до множителя. Асимптоти- 
ка (9) — двойная: она пригодна при 2 > а, А > со равномерно 
по a. При < -—а, rye a >> 1, функция а (x) отрицательна. Ветви 
корней при 5 < —a выберем так: 


у®=уа® |. #а@) = Ма |. 


Уравнение (1) при каждом фиксированном A> 0 имеот ФСР 
(71 (a, ^), Fo (2, ^)), для которой при 2 —> — х справедливо АР 
(9); эти асимитотики — двойные. В определении этих трех реше- 
ний пока не указан нижний предел интегрирования в интеграле 
5 (а, x), но для решений 71, Й» он будет выбираться одним и тем же. 
При любом ^ > 0 имеем 


уз (т, №) = ay (A) 91 (x, №) + а» (A) у» (x, A), (12) 
Ya (2, №) = а, (A) 78 (a, №) + а, (2) 12 (x, A) 
Решение у› вещественно, 
Fo (т, №) = йл (т, 4), 
откуда следует, что 
а, (№ = ia, 0. (13) 


Решения 7; пропорциональны решениям yj, так что задача о вы- 
числении асимптотики коэффициента a (A) из (5) сводится к BEE 
числению асимптотики одного из коэффициентов а, (^), а» (A). 

2.1. Одна точка поворота. Пусть g(x) имеет 
ровно одну, и притом простую, точку поворота хо; тогда 4 (x) > 0 
при х > 2%, 9 (2) <0 при х < zy. Положим а = zy B AP (9) для 
всех трех решений. Тогда при любом 4 > 0 имеем 


Ga (т, A) == ей By (x, \), 


Jat №) енвд (2, 1), 


(14) 


В. (= —| Иа |-+ § ((Уа@)|- [У |) а», 


что следует из сравнения асимптотики решений уу, 77 при A фик- 
сированном, 7 -> — оо. 

В данном случае можно найти асимптотику коэффициентов 
a, (A), а, (A), не прибегая к матрицам перехода. Из точки поворо- 
та хо выходят три ЛС 1 = (— со, zl, Ly, №, где Imz> 0 на dy. 
Пусть D — тонкая полоса, содержащая вещественную ось. Тогда 
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AP (9) справедливов D \\ [для решения у», B D \ й для решения 
Я: ивр \ i, для решения #,. Из тождеств (12) находим 
(= (91/9) — Ye Ye) ; (15) 
91 (9/9.) — (9/7) 


где значения решений берутся в любой точке Zo. Пусть 20 лежит 
близко к ЛС dy, Im 2, < 0. В силу выбора ветвей Иа (2), Vq@ 
в области D \ lo для решения у, имеем 
: р 4 - : 4-—— 
Vie@—O=—i|VI@ |, Рав) ey а) | 


при 2< 55. Поэтому интегралы, стоящие под знаком экспоненты, 
для АР решений 71, у» берутся от функций, совнадающих при 
2 = 3%, так что 


у (25, ^) 9, (20, 4) es 
hey heey FOO) 


Следовательно, с точностью до слагаемого порядка 0 (^-“) имеем 


a, = =" { cry) az}, 


=1 — 


где контур /_ идет из -- oo в — oo и обходит точку 1% снизу. Из 
(13) находим 


где контур J, идет из 4-co в —со и обходит точку ху сверху. Ветвь 
функции Yq (2) выбрана так, что УЧ (a) > 0 при x > ay. Из (15) 
и формул для а, (^), а, (^) находим, что коэффициент а (A) из (5) 
равен : 
a (^) = — iexp {—2iAB_ (xo)} exp {> (—ay* (oy, (2) dz} ‚ (16) 
в i 

где контур J обходит полуось (—oo, Xo] в положительном направ- 
лении. 

Полученные формулы позволяют также найти АР решения Yo 
на полуоси (—oo, 2% — el, где = >> 0 сколь угодно мало, но не за- 
висит от A. Главный член асимптотики имеет вид 


Yo (2, A) =2|9 (x) [4 [oos(a. (Lv 7m la) +009]. 


Эта асимптотика равномерна по LZ. 
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2.2. Несколько точек поворота. Пусть функ- 
ция 4 (x) имеет конечное число точек поворота и все они простые; 
тогда число их нечетно. Обозначим точки поворота 25 < 2, <... 
.. << Lym. Отрезки Ip; = [х.;-1, 2.1 являются ЛС. Кроме того, 
имеется ЛС 1 = (—с°, Xo], и из каждой точки поворота 5; выходят 
еще по две ЛС 4, Й, almz > 0 при 2 == 1. Решения ff; выберем 
так же, какиви. 2.1; в формуле (9) для решения у, положим а — 
= Lom, ТАК что 

Yo (т, 2) ~ а!" (2) exp {—AS (т, 2}. 
Введем элементарные (DCP (uj, vj), отвечающие (1), 2;, Dj), (us, vj), 
отвечающие (2%, 2), р*), и (Uj, Vos), (Шу, Vij), отвечающие соответ- 
ственно (ly;, 22), Dos), (oj, %aj-1, Doj), и (и, V-1), отвечающую 
(1, 2, D). Мы не будем описывать выбор канонических областей 
D;, D5 и других — они выбираются так ке, какнвё 5, и. 3.2. 
Имеем ($ 5, п. 2.5) 


Yo (2, A) = ев (г, №), 
а из выбра решений 7; следует, что 
а (2, A) == (2, A), Fo (2, №) = “Аи (2, A). 
Пусть © = (@;, (A)) — матрица перехода от (Ugm, бт) к (Uy, 2-1); 
тогда 
Yo (x, №) = ею,» (A) Fa (2, A) | sy (A) д» (x, А, 
так что 


ay (A) = ев, (Л), а» (A) ~~ ео, (A). (17) 
Положим От (A) = (Oj, (2)) и обозначим 
Хы 
= \ Уз) 4=> 0. (18) 
=] 


Так как 
Q= $29, -1821,022m,1 


и матрицы ©, -1, 21,9 определяются формулами (20), (15) из $ 3, то 
аз (A) = Ивеко т (A) в: (A). (19) 


Элемент Gg. (A) вычислен в § 5, и. 3.1, и окончательно получаем 


т т 
т Pa = 
аз (^) = 2 exp {a Ум; + i= (m—1)} Ш cos АЕ; НО (А | . (20) 
> = : 
Наличие экспоненциально растущего множителя, содержащего 
т "% 
> Yj. связано лишь с тем, что интеграл 5 (a, 1) берется от точки 
A 
а = Xo для решений 7; и от точки а = Zym для решения Yo. 
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Пусть решение у имеет вид (5); тогда 
у(т, A) =ехр {i > — inB} ay! (A) yo (т, A). (24) 


Если уравнение (1) имеет только одну точку поворота Ly, то 
jar (^) | = 1 -++- O (A), как показано в п. 2.1, и потому внутри 
потенциального барьера, т. е. при x фиксированном, 5 > Zp -|- в, 
имеем 


Гу (a, №) [ =| ys (&, A) М0. (22 
Если же имеется несколько точек поворота, то, как следует из 
(20), имеются серии резонансных значений {Ajn}, fj = 1, ..., т, 
ПЕ. Bo зд Вира 


Ат == (пл + л/2) G+ O(n), п-ъх, 


при которых | ay (Ayn) | = O(n) (напомним, что экспоненциаль- 
но растущий множитель в (20) следует опустить). Заметим, что 
точно такую же асимитотику имеют собственные значения урав- 
нения (1) с потенциалом й (2), равным q(x) при 2,;-, 3131.) и 
положительным вне этого отрезка. Мы не будем останавливать- 
ся на известном  квантовомеханическом объяснении этого 
эффекта [12]. 

Для серий {A,,} справедливы те же АР, что и для серий соб- 
ственных значений ($ 5, (11)). Из (19) и формулы для ©.» (A) ($ 5, 
п. 3.1) следует, что 


[а1 (Ajn)| = (п7®), n-> >. 


Более точный результат можно получить при т = 1 (п. 6). 

3. Задача о прохождении сквозь барьер... Пусть (И, №) и 
(yi, yz) — DCP, введенные в п. 1. Рассмотрим задачу о прохож- 
дении сквозь барьер плоской волны уг, бегущей слева направо. 
Решение в этом случае имеет вид 


у=и- А, Aw, c<0, |151, (23) 
у=Т, (№ у, > 1, 
т. е. слева от барьера имеются падающая волна уг и отраженная 
волна А, (A) yz, а справа — прошедшая волна Т, (A) уг. 
Величины | А, (A) |*, |Т, (A) |? называются соответственно 


коэффициентами отражения от барьера и прохождения сквозь 
барьер. При всех A > 0 справедливо тождество 


РТ, (М ТЯ, (№) 1? =4, (24) 


которое является следствием унитарности 5-матрицы (гл. II, $ 11). 
Аналогично ставится задача для волны, бегущей справа налево; 


y=y В (у, c>1, 
у=т. (и, х<0, |513 1. 
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Пусть все вещественные точки поворота простые; тогда число 
их четно: 20 < 1! <...< om. Решения {,», введенные в п. 2, 
обозначим #1 з и введем решения й;», для которых AP (9) справед- 
ливо при ^, > 0 фиксированном, х-> +>. Положим а = 2т-1 
в формуле (9), т. е. 

Tits (т, ^) ~ 41“ (a) exp {А (tama, )}, Z—> +>. 
При z > 2ym-1 выберем следующие ветви корней: 
ны "а ыы 4 a | 
VI@=i|VI@ |, Vee =e" а] 


тогда при любом A > 0 


Fie (a, А) =е "Ме Внуу (т, 2), (25) 
“boo 
By=—tmi|VG|+ § (Уа@|-— [У | ae. 
*2m-1 


При каждом фиксированном 7. > 0 имеем 


Я (2, №) = ar (A) Ti (2, A) + & (A) В (в, ^). (26) 
Из тождеств (14), (25) и из (23) находим 
= (2 ‘ 1 


так что задача сводится к вычислению асимптотики коэффициен 
тов a; (A), dq (A). 

3.1. Две точки поворота. В этом случае можно 
вычислить асимптотику коэффициентов отражения и прохождения, 
не прибегая к матрицам перехода, какиви. 2.1. Из точки поворота 
хо выходят ЛС 1, =(—oo, aol, 1, №, из точки 1: — ЛСИ = 
== [x,,00), 4, lf, где Imz> 0 приё= hh, 2 4. Пусть D — тон- 
кая полоса, содержащая вещественную ось. Продолжим асимпто- 
тику решения Ji (x, A) с полуоси x > x; на полуось x < 4%. АР (9) 
для решения 7 пригодно в D \ (Uf U Li), для решения 
Я —-в D\ (i UL), для решения 9, — BD \ (% U I). 

Коэффициент a,, (A) определим из соотношения вида (15), в ко- 
тором следует заменить Й; на 7; и у, на 75. Какиви. 2.1, получаем 


Я! (20. 4) 
—— +0(\-*), 
Я (20, №) ee) 


где Im 2, <0, точка 2 лежит вблизи JIC L, (рис. 21). Восполь- 
зуемся АР (9). Имеем 


a, (^) =ехр {A (S, (21, 20) — S_ (Zo, 20))} Ia, (зо) Е x 


со 


x [a (ca) Mt oxp { 3) №" | ах (9 at — Jou, (a) at 1 , 


Е + а 


ал (^) = 
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где знак + (—) относится к ветви, соответствующей решению 
71 (91). В силу выбора ветвей 


5; (21, 20) — S_(Xoy 20) =| VI: (t) di > 


Далее, контур 1, идет из +-0 в точку 2, и обходит точку 2; сверху, 
а точку х, — снизу, так как 
АР для решения 71 пригодно 
в D\ (Uli), контур L 
идет из —с0 в точку 2) ниже 
вещественной оси. Поэтому 
ветви 44“ (20) совпадают и 
окончательно получаем 

ал (^)) = exp {AS (хо, 21)} Х 


х И: о, (2) az} ‚ (28) 


kat 
где конутр J, идет из + © в 
— сои обходит точку 2; свер- Рис, 21, 
ху, точку х, — снизу. 
Аналогично, выбирая точку 2, вместо точки 2,, Получаем 


аз (A) = —iexp {AS (xo, 21)} exp {> А { ot, (2) az} } (29) 
kor 
где контур J, соединяет + >< и — con обходит обе точки поворота 
то, 2: сверху. Ветви Vi Ha контурах J, 2, выбраны Tak же, как 
и для решения yj. 
Асимптотика pa ia В, (A) слеует из (27), (28), асимп- 
тотика коэффициента 7, (A) имеет вид 


© 


туд ies exp { 3) 9° ть (2) dz}, 


где контур { обходит полуось (—-~, 25| снизу. В частности, при 
№ > +00 
ГА, (№) |? ~ exp {—208 (29, 21)}, 
ТТ, (4) |? =4 +0 (exp {—248 (ть, 21)}), 
так что коэффициент отражения от барьера экспоненциально мал. 
3.2. Несколько точек поворота. Чтобы найти 
асимптотику коэффициентов a; (A), а. (^), продолжим асимитоти- 


ку решения J} (xz, ^) с полуоси «> 1.тз1 на полуось 2 <-2p. 
В данном случае к ЛС, рассмотренным в п. 2.2, добавляются еще 
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ЛС Вил, Вин (Im z > 0 на т) и ЛС lama == (Lemar, + 2). До- 
полнительно к введенным в п. 2.2 элементарным ФСР введем еще 
ФСР (изтза» Vams1) И (Wens2, Vemse)- Имеем 

Я (т, №) =е Mtg (т, 2); 
решения 7,» выражены в п. 2.2 через MCP (м... 5.1). Имеем 


Я тат, ат = Яна, ams бат, 2m $ 


где асимптотика последних двух матриц имеет вид (15), (20) $ 3. 
Поэтому 


Пия [1-е | 2059, 
(обозначение 1, см. в (18)). Далее, 
От, == Qam, Я тина, 2m 
а асимптотика матрицы От! вычислена в п. 2.2. Отсюда находим 
m+1 


m ra 
a, (A) = 2” exp {a > ny + ot UII cos A; -- О (A) |, 
5 =i 

т m 


(A) = 2" exp {a > Nyt o}{II cos Ag; + oy! * 
= = iy 


В этом случае величина коэффициента прохождения может иметь 
т 


(30) 


не порядокехр {— 2A >) nj], который определяется шириной барье- 
7=0 

ра, а значительно меньший, из-за наличия множителя в квадрат- 

ных скобках в формуле для а, (A). В частности, может оказаться, 

что | 7, (An) [? = 1-0 (d,') для некоторой последовательности 

{An}, lim A, = + оо. Этот случай будет рассмотрен в п. 5. 


тес 

4. Надбарьерное отражение. В этом случае 4 (2) < 0 при 
всех х. В $11 гл. II найдена асимптотика коэффициента 7’, (A) 
и доказано, что В, (A) =0 (^-=), ^-> + oo. Докажем, что кбэф- 
фициент отражения of барьера экспоненциально мал. Функция 
5 (0, x) взаимно однозначно отображает вещественную ось В на 
мнимую ось, и потому существует область D типа полосы, содер- 
жащая В. При этом D = D*, AD состоит из двух связных компо- 
нент 0D*, 007, симметричных относительно В; пусть Imz > 0 
на OD*, 

4.1. Одна точка поворота на 00+. Обозначим 
эту точку 20; тогда OD~ = Zo, и пусть 2, — простая точка поворо- 
та. Из точки Zp) выходят три ЛС 4, ly, Zs, где 2, имеет своим асимито- 
тическим направлением полуось (— оо, 0), 1 — полуось (0, 
+ оо) (рис. 22). Воспользуемся для простоты матрицами перехода. 
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Введем элементарные ФСР (u;, v;), отвечающие (2, 20); выбор кано- 
нических областей можно пе указывать, так как матрицы перохода 
понадобятся лишь с точностью до О (A). Имеем 
Uy (2, A) ое Ч" (2) exp {25 (29, 2)}. 
Эта асимптотика — двойная: она пригодна и при z =) фиксп- 
рованном, A -> -Е оо, и при A> 0 фиксированном, 2 = D, Re 3 —~ 
—> +00, Поэтому решение и, uponop- ; 
ционально решению y+. Tak как 2 
Im 5 (20, 2) > 0 приз 4 по опре- 
делению элементарной ФСР ($ 3), то 2 
при вещественных 5 4 L 
5 (2, 2) = S (Z, 0) + S (0, 2), 
B=ReS (2, 0)>0, 


50, 2)=i\ | |4. 


» 


Так как D — односвязная об- Рис. 22, 


ласть, то в D можно выделить го- 

ломорфную ветвь функции 41/4 (2). Выберем ее так, чтобы 41/4 (x) = 
= ei/4| 4 (1)| Ч при вещественных 2. Шо определению эле- 
ментарной ФСР ($ 3) имеем 


=, == lim argy!/4(z). 


2%, т 


Поэтому при любом ^ >> 0 


ил (с, A) == ечаетне^ВЫЖА vy? (2, 2), 


а (31) 
А, = (Иа-Иа |} а=. 


о 
Выразим из, Vs через yz, Уз. Имеем 
S (20, 2) = (2, 0) + 5 (0, 4), 

где на сей раз 

Ве 5 (z, 0) <0, Та $ (0, x) < 0. 
Поэтому 

из (2, A) == ее -АВ-ТА-у (z, 2), 

Vs (2, №) = “It sghBHRA-y> (2, \), (32) 


A= УИ, 
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где фз = lim arg ФЛ (2). Выразим и, через из, Vy. Так как 
2—1, 21 


Я | 5 |= 2M [$ | =e | | | +0079, 
то 
wy (2, A) = Le“! + 0 (из (2, № + 
ее О (А vy (а, 1). 


Из этой формулы и (31) —(33) находим 
В, (A) = —iexp {—2^ (В + iA_)} И + O(A], (33) 


так что А, (A) экспоненциально убывает (Re B > 0). Можно при- 
дать более изящную форму выражению 28, именно, 


2в = р VI) as, 
[2 


где С — простой замкнутый контур, содержащий внутри себя 
точки поворота 20) Zo. 

4.2. Две точки поворота на OD*, Пусть на opt 
лежат ровно две, и притом простые, точки поворота 21, 23, и пусть, 
для определенности, из точки 2, выходит ЛС А, имеющая полуось 
(0, -- со) своим асимптотическим направлением. Тогда из точки 2. 
выходит ЛС 1s, имеющая полуось (— >, 0) своим асимптотическим 
направлением. Дуга 1, кривой 00*, соединяющая точки поворота 
21 UZ, также является ЛС. Кроме того, из точки 2, выходит еще 
JIC ly, из точки 2, — ЛС 1,, которые лежат во внешности области 2. 

Выразим MCP и, v, через MCP ug, vy. Для этого перейдем с 
ЛС 1, na ЛС 1, (матрица перехода имеет вид (19) $3), затем сменим 
начало 2; ЛС 1, на 2, (матрица перехода имеет вид (14) $ 3) и с ЛС 
Ь на ЛС 1, ((19) $ 3). Окончательно получим 
О = е (п/о) [ at pee a7) г | 


Lanett, ву. (94 


Явный вид Числа Фо несуществен. Из этой формулы и соотно- 
шений (31) — (33) получаем 
В, (A) = —2i [cos №, + О (A)] exp {—Й%& — 2^В, — ЛА. }, 
(35) 
о 
В = \Уа(@)42, ReB,>0. 


Заметим, что 


& =qimp V¢(@) dz, 
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где С — замкнутый контур, охватывающий точки поворота 21, 2. 
В этой формуле вместо О (A) можно получить асимптотический 
ряд. 

В данном случае возникает явление резонанса. Коэффициент 
отражения А, (A), как видно из (35), экспоненциально мал, но 
при значениях A, вида 


А» = (ип 3/2) 5 


он становится еще меньше. Можно показать, что выражение 
cos AE, + O ka 1) имеет порядок О (А;`) при значениях Xn вида 


dan + Jaw *, 


4:3, a eee полюс Ha @D*. Пусть 0О* содержит 
простой полюс 21. Так как из точки 2; выходит ровно одна ЛС в, то 
она должна оканчиваться в точке поворо- 
та Zo Е OD*. Будем предполагать, что 2 — 
простая точка поворота и что 9Р+ не содер- 
жит других точек поворота и полюсов 
(рис. 23). Из точки 2, выходят также ЛС 
1, 13, описанные в п. 4.1. 

Выразим DCP (u,, 61) через DCP (из, vs). 
Для этого необходимо сделать следующие 
переходы (в скобках указаны номера фор- 
мул из $ 3, которые дают вид матриц пере- 
хода): с ЛС И на ЛС J, ((19), но обратная 
матрица, так как переход совершается 
по часовой стрелке), от (lo, 21) K (Io, Zo) 
(14), с правого берега ЛС J, на левый ((18), п = 1, обратная 
матрица), от (Zo, 20) К (I, 21) (14) ис ЛС Ly на ЛС 1, ((19, обрат- 
ная матрица). Поэтому 


Рис. 33. 


a 
2—e~a? —ia® 2% a Ч 
Qa, = et | eee or 1, а-жейь, ъ- | Уа (2) а: |. (36) 
Выражая и, через из, Vg и учитывая (31) —(33), получаем 


R, (A) = 24 оз 24, + O (У) exp {—2 (В+ A_ + &)}, (37) 


где В = 6 (zy, 0), Re B > 0. В этом случае также имеются резо- 
нансные значения A вида 


1 х\ o-1 
№ == (an + >). 
5. Адиабатический инвариант. Рассмотрим уравнение 
+ o* (#1 2 =0, (38) 


где © (t) > Опри вещественных 408 C= (В) и существуют ко- 


нечные пределы lim w (2) = a4 >> 0. _ Уравнение (38) имеет вид 
1-5» 
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(1), где ё =А\1, w? = —4. Адиабатический инвариант J (t, =) 
был введен в $ 11 гл. Пи была получена формула (18), которая 
выражает. полное изменение J (=) = J (--оо, г) — J (—0, =) 
через 5-матрицу. Поэтому J (г) экспоненциально убывает при 
e— +0 в условиях un. 4.1—4.3, a из асимптотической формулы 
для Т, (^) и формул (33), (35), (37) для В, (A) вытекают асимпто- 
тические формулы для J (=) 
6. Задача о наиболее полном прохождении сквозь барьер. 
Пусть функция 4 (2) „удовлетворяет условиям п. 3, D, (A) = 
= |7, (A) P — коэффициент прохождения сквозь баръер для 
волны, бегущей направо. Если функция 4 (x) имеет две простые 
точки поворота, то D(A) монотонно убывает при AS>1. Если же 
имеется более двух точек поворота, то функция D, (A) немонотон- 
на при A >> 1 и имеет точки локального максимума А„. Асимптоти- 
ку значений Д, (7„) удается вычислить в случае, когда имеются 
четыре простые. точки ПиН @ < т, «1, < аа [57]. В этом 
случае имеются ЛС 1), 1*,1 <j < 4, выходящие из точек поворо- 
os т Imz ie 0 upuz Еф, и и вещественные ЛС 1, = (— o, 24), 
1, = (25, 23), В == (ay, + 55). В силу вещественности фупкции’ 4 (7) 
канонические области), > 1,0), > 1, можно выбрать симметрич- 
ными относительно вещественной оси и такими, что все разрезы 
в области $ (Dj) направлены в сторону, противоположную лучу 
5 (1,). Соединим эти области цепочкой канонических областей 
так же, как ив$5, п. 3. Введем элементарные ФСР (uj, 0), 
(uj, vy) и обозначим 
Xe x 
У la, w=) Vd, вп VTw ar, 9 


em x Xs 
бе", ye", 
Рассмотрим матрицы перехода 
9:2 — ет! (5x), Во = — {ем (6), Оо = —е Мин) (су). (40) 
Имеем 
си = В» сы = быв + лу, 
Сул = баз > баз» Cog “+ дьобави + Фчебь, == би, 
а = 0, day = УТ, ав = YP (@30'0 3)", 
а» = вода, (Pag Е У 198), (41) 
by = 70091, Diz = ола, Boy = Юнна, 
Bae = баз + 20а. 
Из тождества 
Ug (x) = 8,8, (ель (2) + сало (2)) 
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находим ; 

Р, = 1.9.6165 lenl*, В, = [сы lest (42) 
Выясним, возможен ли случай, когда барьер полностью прозра- 
yen, т.е. D, (A) == 0 при некотором A. Тотда В, (A) = 0, так что 
си = Ои 

фа». -|- pag, — 0. (43) 
Из $ 3, (23), следует, что 
Ore == (1 4- 5) ei, Ogg (1 |- ")-Мзеи, 
6 = 6 М + О (1), gp = 14+ 00 


и функции ~, (A) вещественны. Уравнение с;1 = 0 принимает вид 


exp {i (2QAE + фи + @)} = — и ae . 


(44) 


Отсюда следует, что если NY, 52 Yo, TOD, (A) < 1 при >> 1, т. е. 
полное прохождение через барьер невозможно. 

Особого внимания заслуя:ивает случай, когда 4 (x) — четная 
функция. Уравнение (1) при любом А, >> 0 имеет четное и нечет- 
ное решения, так что собственные значения матрицы С (^) равиы. 
ЗЕ 1 и потому са, (A) = —c,, (A). Поэтому величина (см. (43)) 
А = оца, (та, + 105%) вещественна, А = 2 cos AE +0 (271) 
и уравнение А = 0, а стало быть и уравнение D, (A) = 1, имеет 
бесконечно много решений. По-видимому, это возможно лить 
в том случае, если функция g (x + Т) при некотором Т является 
четной. 

Вычислим значения D, (A) в точках локального максимума. 
Имеем из (42) 


рву — [++ зееымемы м". (45) 

Представим уравнение (44) в виде 
eV) = (A) — 1. 
Поскольку а; = 1 + O (A+) при всех j, Ё, то 
[сы = |4 —yeost ++ 92] [1-00]. 
В точках экстремума функции D, (^) имеем 
(m + m2) Leu № — Х’созф — (1 — x) (ф'’ sin p+z') = 0, 

и так как tp’ (A) = 26 + O (4%), то cos p ~ —1 в точках макси- 


мума An. Поэтому для A, справедливо AP 


Zn + МА фа» (#4 == Inn +n, пою, (46) 


&=1 с 
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где С — простой замкнутый контур, охватывающий отрезок 
[2,, хз] и ориентированный положительно, Уд (2) > Onpuz ЕС, 
x > 1, функции 0%, (2) определяются формулой (3) $ 3 гл. 11. Глав- 
ный член асимптотики равен 


= — 71 [nn + л/2] + 0 (n°). 


Remy, <2, то Хх ~ €/2 в точке A = Ay, так что 
q 


р ~ Ray 
p= 2ли —л— en, 


Следовательно, при п -> = 


i, Ч 
р, (bn) 6 & + exp{— 2a, | п, — из |} 4+ O(n), m= ne, 

(47) 

так что D, (A,) — экспоненциально малая величина. Однако зна- 

чение D, (A,,) экспоненциально велико по сравнению со значением 

Р, (Ay) в случае, когда имеются только две точки поворота и 

барьер имеет ту же ширину, т. е. 

xe 
n=J lV¥q@)|dr=m 11, 


Е + 


так как в этом случае D, (^,) ~ exp {—A, (м, -Е Ne)}- 
Пусть y, = yy -= 1. Тотда точки экстремума определяются из 
уравнения 


WB + x (28% + x’) +0 (4) = 0, 


и так как х =e" [1 4+ O(A9], то В = O (7244). Отсюда на- 
ходим 


Dy (№) =1 +0 (rn), 1 = ть, (48) 


прип -> <<, гдеО (№?) < 0. В этом случае имеет место почти пол- 
ное прохождение при ae Aas 

Если 9, 52 2, то D, (hm) << 1. Однако всегда существуют ком- 
плексные значения Л» с экспоненциально малой мнимой частью 


такие, что D, (An) = 1. Именно, 


a ere Fe РИО Ь may 
= ib, mm 
om = — Вино Yb <M. 


Действительно, решения у (x, ^) голоморфны по ^, в полосе вада 
0 < Ве ^ < <, |1аА | < с, и то же самое верно для элемен- 
тов Sj, (A) матрицы рассеяния. Поэтому уравнение (43) имеет 
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комплексное решение An, близкое к A,, причем 
} Gen) = 2ли ++ (68 — 81) 0481 [+ [85], 


+0) — +0) = On — МУ (An) ИО, 


и так как tp’ (^„) == Е + O(n“), то из (43) следует (49). 

7. Квазистационарные уровни. Рассмотрим задачу о прохо- 
ждеции сквозь барьер (п. 1, задача 2) и будем искать такие зна- 
чения А, при которых существует решение вида 

Y=", у=Ау. 

Решение у при | x |S 1 представляет собой расходящуюся волну, 
а соответствующие значения A называются квазистационарными 
уровнями. Если A вещественно, то такого решения не существует, 
поскольку 5-матрица невырождена. Однако существует беско- 
нечно много комплексных квазистационарных уровней A, с экс- 
поненциально малой мнимой частью. Если 4 (x) удовлетворяет 
условиям п. 5, то 


ме" И ОРУ, Sy 
ее" ИНО (и, ть (50) 


In hn OL О (и, = =. 


Здесь A, определяются формулой (46) и все символы О — чисто 
мнимые величины. Действительно, И определяются из уравнения 
Cx, = 0, которое имеет вид 


аи» + y 1005/5 == ва, 
так что 
ef 4 x = Sry? (1 + 61) (орон). (51) 
Уравнение ей -- 1 = 0 имеет бесконечно много решений A, вида 
(43). Положим Аи == А, + An. Если \, < 12, то уравнение (51) 


имеет вид 
t= 400; 
если 1]: = 1», то оно имеет вид 


ее +1 = —8 И + 0 (3, 


откуда и следует (50). 
8. Рассеяние при энергиях, близких к максимуму потенциаль- 
ной энергии. Эталонной моделью служит уравнение Шрёдингера 


— fv +(E—V (a) y=0, 
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где kh > 0 — малый параметр, И (-->o) = 0. Пусть потенциал 
У (x) имеет единственную точку максимума ху, И” (xo) < 0. Тогда 
при значениях Е, близких к Ly = У (хо), имеются две близкие точ- 
ки поворота, вещественные при Ё < Ё, и комплексные при Ё > 
>> Ey. В этом случае АР решений при х, близких к хо, выража- 
ются через функции Вебера (гл. LV, $7) и только так можно найти 
асимитотику T (hk, Е), Ry (hk, Е) прий --0, равномерную но А, 
близким к А’. Однако асимитотику отношений 7/7 + можно найти, 
не прибегая к эталонному уравнению. Рассмотрим уравнение 


у” — q(x, a) у = 0, (52) 
где & — параметр, © = J = [—ap, a]. Пусть g(a, a) = Cx (RJ), 
9 (x, 0) $0, 4 (0, 0) = 9, 4х (0, 0) < 0, ga (0, 0) > 0, 


так что 4 (т, a) -=. ал? + ba + сах +... при малых |х|, |@ |. 
Остальные условия на фулкцию д (x, &) те же, что и в задаче о про- 
хождении сквозь барьер (п. 1); требуется лишь равномерность этих 
условий по © == J. Число a > 0 предиолагается достаточно ма- 
лым. 

Пусть a <0 фиксировано; тогда уравнение (52) имеет две 
комплексные точки поворота до (&), 35 (%) и ЛС имеют тот же вид, 
что и па рис. 21. Пусть 7 — такое решение, что 


Й (2, Л, а) ~ са" (z, а) exp {AS (zp (a), =)} 


при z & I; (о), 2 > со, и эта асимптотика — двойная (поди TO A). 
Ветвь 5 выбрана так, что 


Im 5 (Zo (©), 2) > 0, 


lim со arg qr! (2, 9) ==0. 
2-2 (0) 


Тогда при всех & > 0, а < 0 
Я (x, ^, a) = exp {171/12 + dc -- iAB,/a)} yt (x, 4, 9), 
с = S (29, (a), 0), Rec > 0, 


B,@= \ [И 4, %) | — Уч, @ В de. 
о 


Если a < 0 фиксировано, то AP для Й пригодно всюду в окрест- 

ности вещественной OCH, кроме некоторых окрестностей ЛС Ц (a), 

1, (а). Но при a — 0 точки поворота 2% (a), 2о (©) сливаются, так 

что из области применимости асимптотики выпадает полуось 

(—oo, 0]. Тем не менее асимптотика применима в точке # такой, 

что Ве? <0, ImZ> 0 (в точке 2 асимптотика неприменима). 
Введем решения р 


7; (в, 4, а) ~ esq 4/4 (1, a) exp {AS;(z; (а), 2)}, 1 = 4, 2. 
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АР для решений #1. справедливы при 2 -—> co, соответственно 2`ЕЕ 
ЕЙ (@), 2 = F (a), 

Im 5, (2 (@), 2) < 0, 2 = 1 (а); Im 5; (20 (4), 2) > 0,2 & (9, 
и вдоль соответствующей ЛС 


lim arg [с 4" (2,9) =0. 
2—2 (а) 


Имеем 
Я: (x, ^, <) = exp = - he + iAB_ (a)| Yi (т, ^, 0), 
Fo (х, A, 9) ==ехр |; +E — iB. a} Ya (2,4, 9), 


© 


в. @=\ [Vi¢@,@)|— У19- (@) | 42. 


0 


Далее, при А > 0, a >> 0 
Й (z, A, а) = A (A, a) р (2, 4, &) + B (A, а) Я, (2, №, а). 


В точке 2 решения 7, 7, экснонепциально велики при A >> 1, pe- 
шение у lal экспоненциально мало, ие тандартным способом и: находим 


И aa 7(2. 4,0) _ | НИ = joke 5. 
By) = Ета =[—i-+- O(A] er. (53) 
Коэффициепт A найти не удается. Это позволяет найти отношение 
R/T, = B exp {—& (В, (а) -- В. (a))}. (54) 
Так как [| А, ? +17, Р = 1, то 
2.(а.) 
|R,J=exp{—2 } УИ +0079 (55) 
EXC) 


где правая часть экспонендиально мала при a < 0 фиксирован- 


ном, A> + >. р к 
Формулы (54), (55) сохраняются и при a < 0. В частности, 


при a = 0 
| 2,0, a= [0 (А), [7,(0, 0) =e |- O(A7'). 


$ 9. Уравнения Штурма — Лиувилля 
с периодическим потенциалом 
1. Оёновные свойства решений. Рассмотрим уравнение 
w" + №24 (2) ш =0, : (1) 


где q(x) — непрерывная периодическая функция с периодом 
Т>0, ^ > 0 — параметр, При фисксированном / справедлива 
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Теорема Флоке — Ляпунов а. Уравнение (1) име- 
ет фундаментальную систему решений либо вида 


Ww, (x, №) = ep, (x, №), wy (т, A) = eM р, (т, a), (2a) 
либо вида 
ш (x, A) = ер, (x, A), we (т, №) = eM [py (т, A) + рз (x, AD], (26) 


где р; (x, A) — периодические с периодом T, функции. 

Числа ци, (A), и» (A) называются характеристическими показа- 
телями, числа р; (A) = exp {Ти} (A)} — мультипликаторами. 
Случай (26) может иметь место только тогда, когда py (A) = 
= № (A). 

Пусть У (a, ^) — ФМ уравнения (1): 


и (2, ^) yo(z, ^.) 
= les ce № и, x» 


где yy (x, A), ye (т, 4) — OCP уравнения (1). Тогда мультиплика- 
торы являются корнями квадратного уравнения 


det [У (хо + Т, 4) — p¥ (ao, К] = 0, 


где Ly) — любое. 

Всюду в дальнейшем предполагается, что функция 4 (x) ве- 
щественнозначна, так что если w (x, A) — решение уравнения 
(1), то функция w (x, A) также является решением. Пусть эти 
решения образуют ФСР. Тода мультинликаторы определяются 
из уравнения 


eRe { (3) 


Поэтому 0,0. = 1, иесли ру, р» невещественны, то ба = Py, | Pr | = 
= || = 1. 

Число ^ принадлежит зоне устойчивости, если все решения 
уравнения (1) ограничены на вещественной оси, и зоне неустойчи- 
вости (лакуне) в противном случае. Так как 


раз =а + У —1, 


то зоны неустойчивости определяются неравенством |а | > 1. 
В этом случае оба мультипликтора вещественны и образуют пару 
©, ep’. Если А принадлежит зоне устойчивости, т.е. |p |< 1, 
то мультипликаторы комплексно сопряжены и образуют пару 
е®, cio, OS O< п. 

2. Оценки ширины лакун. Пусть A, — ширина п-й лакуны: 
тогда, как известно, A, =О(п!) и, более того, lim A, = 0; 


п1—< 


oe? — 2ар + 1 =0, 
№ (0, А) ш(Т,^) {0,^) ш(0,^) 
w (0, А) ш’(Т, ы | (0, А) w’ (0, ae }. 
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Известно, что если g(x) > 0, 4 (xz) = С" (В), то A, = O (n-™-) 
при п <. Покажем, что если 4 (x) > 0, 4 (<) = С® (В), то 
A, =О (п ®), п —>оо. Уравнение (1) имеет решение w (х, A), 
для которого при ^- --со справедливо АР, равномерное Ha 
каждом конечном отрезке (гл. Г , § 10): 


ш (2,2) = exp {Vy (t,4) dt}, ue = Х Wray). 


0 =—1 ` 


Все функции o, (x) периодичны, с периодом Т, функции ©; (x) — 
вещественные, функции % 1 (2) — чисто мнимые и 


ил (8) = @), w()=—+ = Ша. 
Положим у (x, ^) = у, (x, A) + iys (x, ^)-и покажем, что 
ры 
(L.A) = и, аз=0(0-®), №- о. (5) 


0 
Имеем (слагаемые порядка О (^7®) опускаем) 
Уи =0, ИИ +9 =0, ys Ри =0, 
так что 


т 4 
4 je) шо. 


Yo (=, 4) 
Из (3), (4) находим 
а (^) = е"(Т,№ cos 9, (Т, ^) + О (A-®) = сова, (Т,^) + O (A->). (6) 


Если Ain, А” — концы лакуны A,, то в обеих этих точках а (A) = 


= ФТ илиа (A) = —1. Пусть i середина лакуны; тогда справед 
ливо АР 


> т —> 
Yo (Т, №) = пл + О (An”), 
из которого вытекает АР для 1, по нечетным степеням n7!: 
а 


„= ии[\ Уа@)4=| "+ 2 Сити, (7) 


о 


Из (6) следует, что, A, = O (п “). Кроме того, найдена асимитоти- 
ка мультипликаторов: 


P12 (№) = cos 9. (Г, 4) + У cos? 9, (Г, 4) — 1 +O =) +0 0%), 
6 М. В. Федорюк 
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главный член которой равен 


т 
P12 (A) = cos|h \ Vie) dr] + 


/ T 

fe у cos? | \ Уа(@) ee] +00) +00. 
0 = 
3. Лакупы для аналитических потенциалов. Если функция 
4 (2) голоморфна в некоторой окрестности вещественной оси, 
то ширина п-й лакуны, вообще говоря, экспоненциально убывает 
при n—>cc. Покажем это при некоторых предположениях отно- 

сительно 4 (2). 
3.1. Линии Стокса. Пусть 4 (2) — целая функция, поло- 
жительная на вещественной oc 4 (2) ЕЕ const. Тогда функция 

iS (0, =) (где 


z 
S0,2=lVaoa 
о 

и Yq (2) > 0 при вещественных 1) взаимно однозначно отображает 
вещественную ось Ох на мнимую ось в комплексной плоскости 
5’. Поэтому ось Ox содержится в области D типа полосы и Р = 
= D* (эта область симметрична относительно оси Ox). Граница 
области D состоит из двух связных компонент I+, Г”; пусть 
[а 2 > 0 при 2 © Г* для определенности. Кривые T+ инвариан- 
TUL относительно сдвига на Т параллельно оси Ox. На кривой 
Гр = Г+ Г] {0 < Ве < 7} имеется хотя бы одна точка по- 
ворота уравнения (1). Асимптотика ширины п-й лакуны A, опре- 
деляется числом точек поворота, лежащих на Г+, и их кратнос- 
tama. Рассмотрим основной случай: на Г+ лежит ровно одна, и 
притом простая, точка поворота Zp. Из этой точки выходят три 
JIC; пусть 1, 1, = I+, | лежит слева от 4, 15 62 Г+. Z 

3.2. Фундаментальные системы решений. 
На ЛС 1, выберем ветвь функции У (2) такую, что 

Im [iS (29, 21 > 0, ze h. 


Kax 1 B $ 3, 5, можно показать существование области D, такой, 
что OD, D 1, |) В. Функция iS (2%, 2) взаимно однозначно отобра- 
жает область D, на полуплоскость Re (iS) > 0 с конечным или 
бесконечным числом вертикальных разрезов. Обозначим через D, 
область, полученную из области D, сдвигом на Г. Пусть функция 
4 (2) удовлетворяет в области D, условиям $ 4, п. 1. Этим услови- 
ям удовлетворяют, в частности, тригонометрические полиномы, 
положительные на вещественной оси. Тогда ($ 4) уравнение (1) 
при каждом фиксированном А > 0 имеет решение вида 


ш (z, №) = 91 (2) exp {—IAS (Zo, 2)} [1 + №, („ЛЬ (8) 


$91 УРАВНЕНИЯ ПЕТУРМА — ЛИУВИЛЛЯ 163 


где &, (2, A) > 0, если 2 > © в области D, так, что Ве [iS (zo, 2)] > 
— -->. Это решение с точностью до множителя определяется 
условием lim w = 0, 2=0,. Как показано в $3, АР (8) при 
рее 
4 — -Е>о справедливо всюду в комплексной плоскости 2, за исклю- 
чением окрестностей некоторых ЛС, т. е. в такой области 
| &, (2, A) | <e при A > № > 1. В частности, АР (8) при^ — -++ 00 
a , +, * 2 
пригодно в обласли 2 0Р ОВ: UD, U Ds, из которой 
удалены окрестности ЛС $, lg, Аналогично определяется решение 
и. (2, A), ассоциированное с областью D3: 
Wy (2, №) = 1 (2) exp {—0.8 (во + Т, 2)} М -- Arey (2, ЮЛ. (9) 


Ветвь функции 4 1/4 (2) выбрана так, что g!/* (т) > 0 при вещест- 
венных т. 

Покажем, что при каждом фиксированном A > 0 справедливо 
тождество 


и (2, 4) =, (2 + Т,^). (10) 
Пусть z—> co в области D, так, что Re [25 (29, 2)] — со; тогда 
w, (2, ^) > 0, и так как 2+ ТЕД., то ш (2, A) > 0. Следова- 


тельно, W, (2 + Г, ^) == Аш» (2, ^). Сокращая обе части этого тож- 
дества на 4713 (2) и учитывая выбор ветвей функции 5, получаем 


Аа, (2 + Т, № = AM + Ate, (2 + T, a)l. 


Yorpemiaa 2 к бесконечности в области D так, как указано выше, 
и учитывая, что &, & —> 0, получаем тождество (10). 


Введем ФСР {w; (2, d), w; (2, ^)}, 7 = 1, 2, и пусть Wj (2, 4) — 
соответствующие ФМ. Имеем 


W, (в, 4) = W, (&,^) 9 (A). (11) 


В силу выбора MCP для элементов @;, (A) матрицы Q (А) спра- 
ведливы тождества 


oq (A) = My (A), @», (A) = в» (A). 
Tax как И’, (2, A) = Wy (2 -|- T, A), то 
W, (2 + T, A) = Wy (2, A) Q (A) 


и MYALTMUAUKATOPH являются собственными значениями матрицы 
монодромии © (A). Они определяются из уравнения 


6" — 2р Ве: + [Фа  — | в P = 0, 
и так как 010. = 1, то справедливо тождество 
[On ) PF = | Фр (A) P + 4. (12, 
Найдем асимптотику элементов @,,, ©. при А > <. Имеем 
Wy (2, A) = @yyWe (2, №) + Gg; (A) Ws (2, A), Wg (2, A) = wy (Е, A). 
6* 
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Условимся обозначать f; (2) ветвь многозначной функции f (2), 
отвечающей решению и. 
* + 
Пусть 2-> co в области О» так, что Re [iS (20, 2)] > — с; 
тогда и; —> 00, ш, — oo, ш, > 0. В силу этого 


С р: (2, A 
ou (= lim Nee = к . 


Заменяя решения их АР, получаем 


ou (= [ & a ‘ie exp {ih [Sa (zo + Т, =) ~ 51 (22) [1 + ОА, 


Ра * 
где в качестве Z можно взять любую точку из области До, посколь- 
ку отношение корней и экспонента от 2 не зависит. В силу выбора 
ветвей Gf (2) отношение этих корней равно единице. В области 
* 
D, UD |) дВ ветви S,, Sy совпадают, и поэтому 
р 
5: (0 --Т, 2) — 51 (2% = | Ya @a>0, 
ET 
где интеграл берется по ЛС 1. В силу периодичности и вещест- 
венности функции 4 (x) этот интеграл равен 


T 
a=) Уз (аз. (13) 


Окончательно получаем 
Oy (A) = ей [1 + 0 (AD). 
Нетрудно получить АР для @,; (A) по степеням A7!: 
1, (A) = exp {iys (7, A} + О (A=), 
где у» указано в формуле (6). 
Пусть 2 +00 в области D, так, что Re [iS, (zo, 2)] ~ — с; 
тотда WwW, >, ш. —> 0, ш, > oo. В силу этого 


101 (2, ^) 


в.) ет . 


200 
Из определения решения Ww, следует, что при z = D, фиксирован- 
ном, ^—> -+oo справедливо 


ws (2, 4) = gail (2) exp (AS, @y + Т,2)} И +0 (0-9). 


Фиксируем точку 2, Е До, которая лежит над линией 1, и близко 
к ней. Значение qj (2) мы получим, аналитически продолжив 
ветвь корня из точки 5 = 0 вдоль пути y;. Так как АР (8) непригод- 
но на ЛС 1,, то путь 7, пройдет слева от точки Zp. Путь py. пройдет 
справа от точки Zp), так как АР для решения и, пригодно на JIC J. 
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Следовательно, [g, (21)/9 (z,)}/4 = i. Далее, 
wtT 
51 (202) + Seo --Т,1)== | Уд ава, 


Z+T 


(14) 


Окончательно получаем 
Wg (4) = iexp {—AB — Йа} М + О (7 1]. (15) 
Из (12)—(15) находим, что 
Фи (A) = exp {i (Aw -- ф(^))} УТ + exp {—2^8В} (Е +p (A)), (16) 


где ф (A), p (A) — АР uo стешеням A471, которые начинаются с 
A, функции ф (A), ф (A) вещественны. 

4. Асимптотика A,. Пусть п-я лакуна есть (№, Aen); Ain < 
< Aon} тогда АР для), по стененям n~‘ совпадают и имеют вид (7). 
Ограничимся случаем, когда п четно. Тогда 


Ве о: (hin) = Вехи (Aon) = 1 


и потому 

cos [и + ф(%м)] == 1 — 5 ехр{— 2PAjn} [1 -- O(n )], j= 1,2. 

(17) 

Пусть An — точка лакуны, в которой cos [eA + ф (A)] = 1; тогда 

dan =” — Gp, А = Mn + Bas и > 0, Bn > 0. 

Разлагая левые части уравнений (17) по формуле Teitnopa в точке 

Xn и складывая эти выражения, получаем 
2 = 
A, = exp {— "И + omy, (18) 


где @, В указаны в (13), (14). 
5. Дополнения. Пусть на кривой Tr = Г* 9 {0 < Rez < Т} 
имеются две простые точки поворота 21, 25. Тогда 
__ 2| cos (nay/a) 4- O(n) | oe nap 
An= «УВ exp a i. 


Здесь © имеет TOT же вид, что и выше, 


В=\ Уя@) 4», y=) Уа@)4=>0. 


a 
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Пусть 9 (2) — мероморфная функция, и пусть на Ip лежат 
одна простая точка поворота Zp и один простой полюс”21, причем 
JIC, соединяющая 20 uz, лежит в [0] (кривая Гр имеет тот же 
вид, что и выше). Тогда 

8 | sin (nmy/a) + O(n пл 
An {nnylo) + O( Mexp { Py, 
Утв ыы 
где ©, В те же, что изв (13), (15), 


a 
y=) 104 > 0. 
Zo 
Эти формулы доказаны © помощью матриц перехода, которые 
применяются для вычисления матрицы монодромии © (A). В обоих 
этих случаях возникают явления резонансного характера. 


ГЛАВА IV 


УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО НОРЯДКА 
С ТОЧКАМИ ПОВОРОТА 


В этой главе рассматриваются уравнения вида 
у №9 (в, 44) y = 0, A> ov, 


имеющие точки поворота. Приведены асимптотические формулы 
для решений, пригодные в вещественной или в комплексной ок- 
рестности точки поворота. 


1. Простая точка поворота. Везцественный случай 
и 


1. Формальные асимптотические решения. Рассмотрим урав- 
нение 


у" — hq (x) y = 0, (1) 


где ^ > 0 — большой параметр, x = Г = [а, В]. Пусть выполне- 
ны условия: 

1) Функция 4 (x) вещественна, 4 (2) = С® (Г). 

2) Уравнение (1) имеет одну, и притом простую, точку поворота 
2, 435 <. 

Тогда 4 (xo) = 0, 4' (ao) # 0; пусть gq’ (xo) > 0 для определен- 
ности. При малых |x — то | уравнение (1) можно приближенно 
заменить уравнением у” — ^29'’ (xo) (7 — xp) у = 0, решения ко- 
торого — функции Эйри ш (42/3 (4' (xo))2/3 (5 — хо)). 

ФАР уравнения (1) будем искать в форме, предложенной 
Ф. Олвером [32]: 


у = Aw (17/3 6 (x))  Х\3Ви’ (7/95 ($), 


© Ы 2 

A= > A-7A, (2), В = У AB, (2). @) 
n=0 n=0 

Здесь Ё (x), Ay (z), B, (2) — неизвестные функции, w(t) — реше- 

ние уравнения Эйри и” — tw = 0. Подставляя (2) в уравнение 

(1) и приравнивая нулю коэффициенты при функциях w, ши’, 
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нолучаем 
nA (EVE — g) + 2АВ’ЕЕ + AB (EE) А” =0, 
АВ (EE — Я + (24’E' + AB’) + В” = 0. 


Подставим в эту систему AP для функций A (5), В (2) и прирав- 
няем нулю коэффициенты при степенях А7!; тогда для функции 
Е (x) получим уравнение 


#* (x) E(x) =а0). (3) 
Положим 
5 = (4) У а) = (3-53). (4) 


Функция € (x) вощественна, (2) © С® (Г), sgn (5) = 
== sgn (x — 2) и 


E (2) = Iq’ (20)? 3 (x — 20), T> Zo. 


Для функций An, В» получаем рекуррентную систему уравнений 


2V PE (В, VEE) + А = 0, 
2УЕ (А, УР) + Bri = 0, 
r=0, 1... А: = Ba =0. 


В частности, Ag (2) = ¢ Lé’ (2)`1?. Функции A, (2), By (2) обя- 
заны быть гладкими при x = Г, что приводит к тождествам 


Азна (2) =0, Bay (2) = 0, в = 0, 1,... 


Из рекуррентных соотношений находим 


р 1 Ев, 0 
Ane) [. \ rae at], 
| (5) 
<a 
1 4, @) 
Ba 
) УПЕЕ | Vige@ 


Xo 


где с, — постоянные. В этих формулах УЕ’ (x) > 0 и для опре- 


деленности У (2) >0 при x >a, УЕ (2) =#|УЕ (2) | при 
2 < Xo (на самом деле выбор ветви УЁ (x) несуществен). Заметим, 
что нижний предел интегрирования в (5) — точка поворота хо; 
при любом другом выборе этого предела функции A,, В, бу- 
дут иметь особенности в точке Zo. Окончательно получаем ФАР 
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уравнения (1): 


= [УЕ +> ne ыыы w (ARIE (т)) ++ 


в. 
Аз У (A2/3E (2). (6) 
n=) 


Другой вид ФАР был прАлАоеАН Т. Черри [66]: 
и = Aw (2288), A= 3 A, (2)^-", E= 3 E,(c) №". (7) 


n=0 
Подставляя это выражение в уравнение (1) и приравнивая нулю 
коэффициенты при w, ш’, получаем соотношения 


АА (5 — 9) +A" = 0, 2A'E АЕ =O. 
Заменяя функции A, § их асимитотическими разложениями и при- 


равнивая нулю коэффициенты при степенях /^1, получаем рекур- 
рентную систему уравнений 


Bok —9=0, 24% + А, = 0, 
A of (5.65 + 28) = 0, 


из которой последовательно находятся функции €, Ao, &,Ai,--- 
Функции £, (x) и А. (x) совпадают с найденными выше функция- 
ми 8 (1) иА (x), но формулы для последующих членов разложения 
(7) оказываются более сложными, чем формулы (5). Другие спосо- 
бы построения ФАР приведены в п. 3.3. 

2. Функции Эйри. Функциями Эйри называются решения 
уравнения Эйри 

ищо. (8) 

2.1. Интегральные представления и ряды. 
Решения уравнения Эйри выражаются через функции Бесселя 
порядка 1/3: 


у = УЗ 2 (13-294). 


Но поскольку уравнение Эйри играет важную роль в прикладных 
задачах и в асимптотической теории линейных дифференциальных 
уравнений, функции Эйри выделены в самостоятельный класс. 

В литературе приняты два рода обозначений для функций 
Эйри: А! (2), Bi (x) и v (x), w, (т), We (т) (обозначения В. Фока) 
(мы будем использовать последние обозначения). Связь между 


этими функциями такова: 
АН УР, ВЦ ут tale) +m). 


Функции Ai (2), Bi (x) вещественны при вещественных 2. 
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Функции v (x), w, (x), и (2) имеют интегральные представ- 
ления: 


= 
(2) = \ анна, 
- 


2Ул 
w (т) = >= (4 + у ext! 31, 
ут ( 


л 
cae ty 
© 
4 +) г 
extE/3 qf, 
Va ( р 


Все функции Эйри — целые функции x. Справедливы тождества 


v (=) 6) ee @) ite (=) = wi (2). 


Ws, (т) = 


сов? 7/3 


В частности, при вещественных x функция v (x) вещественна и 


w, @) = w, (2). 
Если у (x) — решение уравнения Эйри, то функция у (е?” 5) 
Также есть решение. Это приводит к тождествам типа 


Wy (те?лИз) — ен зи (x), сз (тел?) — ей р (x). 


Функция v разлагается в ряд 


1 у P((n+4)/8) [2 oa 
v(2) а Ге )/3) sin [ ; (n 4 1) (399, 
по 


сходящийся при всех 2. Отметим также формулы 
2 туб у улет 
ye, aie tes 
32/3 Г (2/3) 37 (4/3) 
(0) = ши: (0),. —-v’ (0) = Im wv; (0). 

2.2. Асимитотические разложения. При ве- 

щественных x—> --со справедливы асимптотические разложения 
~~ 
ил (x)= 1 мо з Уват, 
Yu 


1—0 


ил (0) = és 


© 


v(t) = 2ул аллее ь У, (— 1)" ах", (9) 


__ Р(3® 41/2) g- 
= д 9” 


n=0 


Эти разложения можно дифференцировать по x любое число раз. 
При вещественных #->—> справедливы асимитотические 


§ 4] ПРОСТАЯ ТОЧКА ПОВОРОТА, ВЕЩЕСТВЕННЫЙ СЛУЧАЙ 171 


разложения 
л/а й wae 
Ps, ee = gy i (2 (— zy +) У — а) 
ws (2) == = (ам exp {i (3-(— 298 +} увы гии, 


n=0 (10) 


в (x) =a zy Tm {exp {i (+ (— 23/2 4. +) x 


x Vita, (— 2-3} > 
n=0 
ee — 
где У—= >20, и—#>0, а, укаваны в (9). 
В частности, функция v (x) экспоненциально убывает при 


т —> |-> и осциллирует при x —> —oo: 


в (2) — aie дез, т Ч 00, 


v(t) =—|2/4 [ (3-2 № + 2) +0 (=Н*)|, eco. 


1 
Ух 
Функции w, (x), ш. (x) сильно осциллируют при x < 0 и экспо- 
ненциально возрастают при х — -- со. 

Приведем асимитотические формулы для функций Эйри при 
комплексных 2. Пусть Ц, 1, 1, — лучи argz = пл, argz = п/3, 
arg 2 = —п/3 (см. рис. 3). Эти лучи есть ЛС. Удалим из комилекс- 
ной плоскости сектор 5., содержащий JIC 4, т.е. | argz— 
— 1/3 | >2>0 вне 5.. Асимитотика функции и (2) вне Sy 


й 4 - 
дается формулой (9), где ветви У’ 2, У? положительны при поло- 
жительных 2. В секторе 5. 


из (2) = —w, (ze?*4/3) — w, (ze7**4/3), 


2.3. Нули функций Эйри. Все нули функции v (2) и ее 
производной — вещественные, простые и лежат на полуоси 
(—oo, 0). Все нули функций w, (2), wi (2) лежат на луче arg 2 = 
= л/3, все нули функций 1 (2), и» (2) — на луче arg z= 
== —n/3, т. е. нули всех функций Эйри и их производных лежат 
на JIC Ё, Ц, [.. 

Нули &, & функций v (x), v’ (x) имеют следующую асимито- 
тику: ; 


‚ео 


= [a(s—Z)]" +o). 
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3. Асимтотика решений. 
3.1. Уравнение (1). Пусть условия 1), 2) выполнены. 
Тогда при любом М > 1 уравнение (1) имеет решение вида 


vole) = [ут ys +0 (sake) ] P08 (ey) + 
n=1 


я Bans (2) 4 р 
Ав Г +0 (===) в (1285 (2). (A) 
n=0 
Здесь v — функция Эйри — Фока, коэффициенты AP A,, By, on- 
ределяются из (5), где с, = 0 при n> 1. Оценки остаточных 
членов равномерны по х ЕЕ Г. АР (11) можно дифференцировать 
по хи по А любое число раз, с сохранением равномерной по д == I 
оценки остаточных членов. 
Это замечание относится ко всем приведенным ниже АР. Глав- 
ный член асимптотики имеет вид 


у (2, ^) = [Уз + 0(- г) v (A2/3E (т)) — 


ие (year a J (ve УР aT ОЖ о(5=) |e” ae). 
(12) 


B частности, в точке поворота 


Vi 
Yo (200) — SRE Bisa (eS из) 


Решение yo быстро осциллирует при x < хо; главный член асимито- 
тики равен 


yo (a, 4) = a6 50 (9285 (2)) + 0 (-=- я ), 25а. 
Функция v(t) имеет и много нулей 1,...<Цц < 
<p <...<t,<0. Поэтому вблизи нулей х;, в главный 


член асимптотики необходимо включить слагаемое, содержащее 
v’ — см. (12). При > 0 v (1 #0, и главный член асимптотики 
имеет вид 


Уравнение (1) имеет aia решения вида 


увы) [vem + а а 


+ an [у Ву» (2) +0 (язя ) | 4 а), j= 4,2, (4 
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THe ш:, ш, — функции Эйри. Главный член асимптотики равен 
Y; (1, №) = wy 02135 (2)) И + O (=). 


Решения у; быстро осциллируют при « < x») и экспоненциально 
растут при >16, 6>0, A> +20. Их можно выбрать 
комнлексно сопряженными: у, (т, A) = у, (х, d). 

Функции Эйри можно заменить их асимптотическими разло- 
жениями при условии, что 42/3 | Е (2) | >> 1, т.е. при [< — 
— 10| > А 23. Поэтому толщина пограничного слоя, в котором 
формулы (11), (14) нельзя упростить, имеет порядок О (^/ 2/3). 

2. Формулы связи. Пусть 6 > 0 фиксировано и не 
зависит от A. Тогда при x & (xp — 6, 2, + 65), ^ — +00 для ре- 
шений у; справедливы АР того же вида, что и в гл. II, $ 3: 


/ 
vs (28) = (2) OSL АЗИЮ, гв 


(15 


-1/6 
yi (=, А) = УЕ ей | g(x) Племя + AMG; (в, ЮЬ 2@<ao— 8, 
п 


ср = А фе [A + Agel AY, FD a+ 8, 
Yo (eh) = |g ef exp {ih | И А, 
=> exp [5 ти hu Ар (=, «<ay—6. (16) 


x 


В этих формулах 5=\ Va a, SS 0 при «> то, и ve, 


Xe 
p+ — АР по стеленям 1. Формулы (15), (16) называются Gopmy- 
лами связи: с их помощью можно, зная АР решения по одну сто- 
рону точки поворота, найти АР решения по другую сторону. 

Пусть Г = (—oo, 6], условия 1), 2) выполнены и 4 (x) — по- 
лином. Тогда АР вида (11), (1 ) справедливы при A —> --со рав- 
номерно по x = Г. Кроме того. эти АР — двойные, т. е. они нри- 
тодны при A > 0 фиксированном, х-—>— со. Это справедливо и 


в том случае, когда сходятся все интегралы \ |; (х)| da, К = 
= Ау ыы 


3.3. Дополнительные параметры. Рассмотрим 
уравнение 


co 


У’ — Aq (x, a) y = 0 (47) 


на отрезке Г. Здесь a — вещественный параметр, a GJ = 
= [—a9, ol, % >> 0. Введем условия: 
1) Функция g(x, a) вещественна, 4 Е С® (I x J). 


174 УРАВНЕНИЯ Н ПОРЯДКА С ТОЧКАМИ ПОВОРОТА {PUL 1У 


2) @ (zo, 0) =0, gx (то, 0) 520, ga (zo, 0) 550 и q(x, 0) 40 
при 5 Е Г, 4 52 х.. 

Пусть gx (2, 0) > 0, ga (ть, 0) < 0 для определенности. Tor- 
да при малых ©, уравнение (17) имеет на отрезке J единственную, 
и притом простую, точку поворота x == Ly (4), где Xo (0) = 0, 
хо (2) = C (Л). Будем искать ФАР уравнения (17) в виде (2), 
где Ay, Ви, § ~ функции от (x, a). Тогда получим 


x 
3 рат 2/3 
Ее, = (+ \ УЧ (6,9) a) . 
хо(а) 
Коэффициенты A,, By, определятся формулами (5), в которых 
следует положить С» = 0, ху = Lo (а). Если я, достаточно мало, 
то An, Bh, §& = C~ (Гх J), Уравнение (17) имеет решение вида 
у (2, А, %) = 
re 
{ : A, (т, @} 
= Е т 
[ УЕ, (2,9 = № 


+448 [ya +0 (==) 2/88 (x, 0) (18) 


п 
^ 
n=0 


rar) бязь) + 


и решения Y;, Yo такого же вида, HO вместо г следует подставить 
и, Wy. Оценки остаточных членов равномерны по (x, a) = Гх J. 
Различие между формулами (6) и (17) состоит в том, что в первой 
из них обращаются в нуль коэффициенты Аж. 1 и Bon. 

Во многих задачах возникает уравнение вида 


У" — 124 (1, Л у=0, (19) 


Пусть J — интервал 0 < & < &, и выполнены условия: 
1) Функция g (x, =) вещественна, g = С® (I x J). 
2) Справедливо асимптотическое разложение 


9(т, в) = У 4; (2) =, e>+0, 
J=0 

равномерное по 5 = Г. Здесь а; (2) =C* (Г), AP можно дифферен- 
цировать по x любое число раз. 

3) Функция gy (<) удовлетворяет условиям 1), 2) из п. 1. 

Тогда при & <1, e & J, уравнение (19) имеет единственную 
точку поворота х = Lp (=), где хо (=) > хо при в > +0 и справед- 
ливо АР 


Lo (&) = 20 + Veep e>+0, = 


= 
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Уравнение (19) имеет решения Yo, Ул, У», для которых справедливы 
АР вида (18) при a = №1. Функция € (a, г) должна удовлетворять 
уравнению (3); возьмем ее в виде 
хх) хо 
¢ 3 р ри 2/3 
Ев) = (-5- \ "а, 5) 4) у 
ь (2) 


Тогда при ^ — +x равномерно по ЕР 
& (x, ©) = &q (a) ИА, (2) НО (A*)I, 


Bo (2) = (4 | У ary”, 


xo 


ee j 
- ‚ dy (0) M(t) — ay (tr 0) 1 (0 
в lq yt | HOBO ee AO) ay 
0 
Xo 
Можно иначе построить ФАР уравнения (19). Будем искать 
ФАР в виде (2), функцию § (x) определим формулой (4), где 4 = 
= q (1). Тогда для коэффициентов А», B, получим рекуррентные 
соотношения 


nee = „ ntl 
2 УЕ (В, VES)’ + Ana — р Anwi—-09;,=9, 
= = . п-т 
2 УР (An vey + Bra х Bryn dy == 0, 
n=0,1,..., А. =By=0. 


Функции A, (2), B, (x) обязаны быть гладкими на отрезке Г. 
При x = 0 получаем систему 


2V BE (В УТ’ — в А = 0, 
2УР (4ьУ?) — В, = 0, 

откуда находим 
до (2) = [Sema], 


Xo 


x 


eee ВЫ 1 
Во) = Tara [Jee] 
4 (2) 
a Saal 


Аналогично вычисляются высшие приближения. 
3.4. Асимптотические формулы А. А. Доро- 
дницына [43]. Рассмотрим уравнение 


у’ + [24 (®) р @&Йу=0 (20) 
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на отрезке Г = [а, 6], а < 0<Ь, где 4 (x) — вещественнознач- 
ная, р (2) — комплекснозначная функции. Пусть 


q(t) = т (=), г (=) > 9, «Ее Г, 
и г (2) = С! (Г), 4 (2) Е С(Т.. Уравнение (20) имеет при х ЕЕ Г 


единственную, и притом простую, точку поворота 2 = 0 
Рассмотрим ФСР {U,, U,} уравнения Эйри 


МГ =0 
такую, что 
U, (0) =1, Ui (0) =0, 0, (0) =0, 0, (0) =1. 
Эти функции можно выразить через Ai (t), Bi (0: 


2/3 р : 
Tj—== 9 [a+ Te] 


Уз 
о ЗУ дить BLO 
v= | Aig +e |: 


Пусть Е (2) имеет вид (4), где x = 0, 
1 
ФАНЫ, Г =P) + VEO ия (УБЕ). 
Уравнение (20) имеет при A > Ags >1 ФСР {y,, yo} такую, что 


50, 5 (APE (2)) y[4 + + т + (sa) | < 0. 
0 


Л = Tey a У! 
(21) 
При x > 0 имеем 
A) = aU (A219 92/3 = 
ул (By 8) — perm Ua (MME) + тута [зу 7109) 
та, = 
т 17, дв (2)) Е dt + 
о 
+ oer Е ewe [U1 (A2/8E (z)) )Vie (A2/8E (z)) ыы 
В [Е (2). 


— Us, (A2/9E (x)) У (0285 (2))] + 0 (ABU (№1 (2), (22) 
где обозначено 
0 (9 =УМ 0 + 010, 
Уно 277) уг, (23) 


Vn)=YuQ—Y— VaQ=YuQt1—-T@y, 
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Yul = Фил Ц, 
Ув (t) = Uy 00 (0) + Ш, (0 0, (0, (23) 
Yn (9 =U; 0 —1-- ИЛ. 

Решение у» при x > 0 имеет вид 

—_ 6.02188 (=). 


tle — У 
1 Г? (4/3) «af / ОВ 
TF ИЕ’ (2) [ пазы U3 (9 (2)) — ти Va (MOE cn] Va ae 


| 1 f(z) /: ps 
зятя [ЕО ee 
— Ua (O25 (2)) Vas 0208 (a) — Е Us (1208 (@) | + 
+ 0(^-430 (A2/9E (2))). (24) 
Эти асимитотические формулы, а также аналогичные АР для про- 
изводных Yi, у: Получены в [43]. 

4. Более общая зависимость от параметра. Рассмотрим урав- 

нение ‘ 

у’ — IVF (, №) + 8 (ах, ly =9 (25) 
на интервале Г: а. < х<а., где a, ad, могут быть конечными 
или бесконечными. Пусть при каждом фиксированном A> Ag >0 
выполнены условия: 

1) Функция f (x, A) (х — 20)-\, где т, © Г, вещественнозначна, 
не обращается в нуль и принадлежит C* (Г). 
2) Функция g (x, А) комплекснозначна, & © С? (1). 
Уравнение (25) имеет единственную, и притом простую, точку 
поворота х = Xp. 
4.1. Основные оценки. Пусть f (x, A) > 0 при > x 
для определенности. Функции 
У (1 = 256381? Ai ((3/2)2/3t), 
V (t) = 25/83 -Изли? Bi ((3/2)2/8t) 
образуют (CP эталонного уравнения 
у’ — (3/2) ty = 0, 
причем V (0) = У (0). Введем вспомогательные функции Ё, f, 9: 


5, =— | Юра, ааа, 


Б(, А) = ( lfeayedey, ча 
f(a, a) = зу 1 МНЕ Г Q@=1+ VET 
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и функцию контроля — 


пел [име Fe) — 8 9) FM] Some > 


Функция § (z, 4) строго монотонно возрастает при 2 = Г. Для 
эталонного уравнения имеем хо = 0, # = 0, Ё =2,f=1,h=0. 
Рассмотрим уравнение 


Vi) =V() ign. 


Оно He имеет неотрицательных корней; пусть —& — наименьший 
по модулю отрицательный корень, так что ty ^= 0,279. Введем 
весовую функцию 


=УТ(/ (0, t>—t; H)=Vtgn/6, 1&-ь 


которая непрерывна и не возрастает на вещественной оси. Поло- 
жим 


мо = (що ов", 


NO=(te-FV"@ tee" 0 
при t<—ty) и 
М (t) = QV () VO), 


ГУ РО И ory 7" 
ot [ ОО] ] 


при # > —&. Заметим, что 
М (2-3 Е па, М (t) ~ (3/2) M(t), | t | >. 


Обозначим 
Xa 
pla, аа) =|) |b (2, №) | de]. 
xe 


Уравнение (25) имеет решения W,, ш. такие, что 


w, (x, A) = ГА (в, №) [7 (285) + г, 
Ws (x, 4) = № (x, d) IV (0985) + =. 


Для остаточных членов справедливы оценки 


Le, (2, №) we ее] 
М (АЕ) ЗИ, А) М (Е) № 


< a Е (42/98) [exp reg play, 2)} —1 ] . (27) 


(26) 
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Здесь } = 1, 2, знак плюс ие при} = 1, 
6 = sup (+ sin = пом? (0), 
ЕВ 
в: sup (3-35 От ЕтОМ () ; 
== sup (+ шт ТРУ ЕО М ). 
teR 
om оценки можно упростить, используя неравенства 
91 Зр, 0, 3 р, [Е (9 М (0 151 (ТЕ: (М (015 OL 


Именно, 


[21 (2,^) |< 17 ( (A2/3E) | [exp {awe (a1,2)} — 1] й 
Тез (УТУ 289 [exp [бр =)} — 1]. 


Отсюда видно, что если ^^ ?/3р (ay, dg) = о (1), № — +00, то фор- 
мулы (26), (27) принимают вид 
wy (x, h) = Гм (x, №) ПУ, (02138) + 0 (| Vy (028 EI), 
У, = 7, У, У. 

Оценки (26), (27) являются аналогами ВКБ-оценок (гл. II, 
$ 2). Эти оценки и все последующие результаты н. 4 принадлежат 
Ф. Олверу [95] 

4.2. Формулы связи. Пусть вынолнены дополнитель- 
ные условия: 

x 


уе расходится при х—а, +0 и при д— 
х 


(28) 


> a, — 0. 
4) Сходится ны 


j lie Sites — els P| ae. 


Тогда при каждом фиксированном 4 > A, > 0 уравнение (25) 
имеет решения #,, #› такие, что 


Bx (ze) = Lf (ed) [| cos(a \ 4) + +0) |, 
zZ—>a,+0, (29) 
Ba (x, №) = {Ча (г, exp {— 45 VIE de} [4 + 0 (1, 


2—>а:—0. 
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Эти решения единственным образом определяются своими асимпто- 
тиками. Формулы связи описывают асимптотику решения #,; при 
х—> а —0и решения , при ха, +0: 


Я (eM) = (1+ ЮГА (т, )охр {А YFEA ae} И + о, 


х—>а.— 0, 
i (в, \) = (30) 
=2( + IP (eA) [eos (2 \ |7, ума — —B) +0], 
t—>a+0. 


Здесь №, у, В — постоянные, 


[41< 2 3 [exp ra (авы) 1] , 


| (31) 
< [р [ура — 1] 3 
4.3. Асимнтотические оценки остаточных 


членов. Пусть функция } не зависит от A, так что уравнение 
(25) имеет вид 


у" — (MF (a) + 8 (т, My = 0. (32) 


Пусть выполнены приведенные выше условия и при A > Ay > 0 
выполняются оценки 


а 


|8 (2,^) |< 64°, cel, \ 18 (2, №) ПР) ГУ da < che, 


где a < 1. Тогда 
р (ay, а2) < сА 9-3, a, = max (a, 0) 
и из Ре _ что 
№ = 1-1 (x) [V5 (288) 4. О (ASV ; (№215). 
annie: ‘ y, В, которые входят в формулы связи Ss имеют 
порядок О (94-1) при А — +o, 


$ 2. Простая точка поворота. Комплексный случай 


1. Асимптотика решений в окрестности точки поворота. 
Рассмотрим уравнение 


ш" — 44 (2) w = 0, (4) 
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где 4 (2) — голоморфная в окрестности U точки = = 0 функция, 
9 (0) =0, 4' (0) #0. (2) 


Точка 2 = 0 является простой точкой поворота уравнения (1). 

Асимитотические формулы для решений на интервале вещест- 
венной оси, приведенные в$ 1, оказываются пригодными и в комп- 
лексной окрестности этой точки. Результаты приведены ниже; 
кроме того, будет рассмотрен иной, чем в $ 1, подход к нроблеме 
точки поворота, который был предложен в [107]. 

1.1. Эта лонная система. Рассмотрим систему из двух 
уравнений 


ew’ = А (в) ш, (3) 


rye матрица-функция А (2, &) голоморфна по (2, €) в области 
Р: |2| <», |8 |< в, так что 


А(2, г) = >) А, (2) =”. 
n=0 


Числа г, г, преднолагаются достаточно малыми. Пусть 


Г01 
Ao (2) = [ ar (4) 
Оказывается, что с помощью преобразования 
| w= T(z, ди (5) 
систему (3) можно привести к виду 
eu’ = Ау (2) и. (6) 


Решения полученной системы равны 
uy, = w (872135), из = 2 (272/52), 
где и (1 — решение уравнения Эйри w” — tw = 0. Матрица 


Т (2, г) == С* (р), при каждом фиксированном e & [0, e] голо- 
морфна по 2 при |2 | «ги разлагается в асимптотический ряд 


7 (z,8)= STa(z\e", в +0, (7) 
n=0 


равномерный по 2. Кроме того, det 7'9(0) =1. 

Покажем, как вычислить матрицы 7’, (2); тем самым будут 
получены АР решений системы (3) в полной комнлексной окрест- 
ности точки поворота = 0. Подставляя (5), (7) в систему (3), 
получаем из (6) рекуррентную систему уравнений 


Аз То — ToAo= 0, (8) 


АТ, — Тб = Ч Тьа— Alan >t 
kei 
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Из вида матрицы А. (2) следует, что всякое решение первого из 
уравнений (8) имеет вид 


То (2) = t1(2) I + ty (2) Ao (2), (9) 


где & (2), & (2) — произвольные функции. 
Далее, матричное уравнение 


Ao (2) Х (2) —Х @) А, (2 = F (2), 
где А, (2) имеет вид (4), разрешимо тогда и только тогда, когда 
Sp F (2) =0, Sp (F (2) Ag (2)) = 0. 


Этот факт доказывается элементарно. Поэтому второе из уравне- 
ний (8) разрешимо тогда и только тогда, когда 


8 (“= — ды) = 0, Зр (ль — АоАыо) = 0, 


что приводит ксистеме уравнений для функций t, (2), ty (2): 


пан + bts, aty = bty + (za = +) ta, 
Г j (10) 
a (2) =4-Sp Ax (2), (2) =--Sp(Ao(2) Ar (2)). 
Эту систему можно занисать в виде zt’ = В (2) t, причем 
0 0 
в [0 —12]- 
Собственные значения матрицы В (0) равны Ay = 0, ^, = —1/2, 


и потому система (10) имеет решение # (2), голоморфное в точке 
2 =0 (гл.Т, § 2). Это решение можно нормировать условием 
t, (0) = 1. Полученная матрица Т. (2) голоморфна в точке z = 0, 
и det Т, (0) = 1 (см. (9)). Аналогично доказывается, что матрицы 
Т, (2), Т. (2),... можно выбрать так, чтобы они были голоморф- 
ны в точке 2 = 0 и удовлетворяли системе (8). 

Проинтегрируем систему (10). Сделаем подстановку 


1 (2) = А (2) 0, (2), 6 @) =2А (2) Е (2), 


z 


А (2) = exp {20 az} о 


о 
Тогда. получим систему 
i=, F=f, f (2) = 2-0 (2), 
Функции Г, (2), Г, (2) удовлетворяют уравнению 


y=FBy +Pe@u, 
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всякое решение которого имеет вид 
z z 
y (= exp {{ f(t) at} + сзехр = \y (t) at}. 
о 0 
Если с; = с», то решение у (2) голоморфно в точке z = 0; если 
с: = —с», то функция 2—1? у (2) голоморфна в точке 2 = 0. Окон- 
чательно получаем 


1 (2) = A (2) ch B (2), ty (2) = АВ (2), (11) 
где 
А (5) =ехр | \ Sp A, (й at}, 
B (2) = \ 47 Sp (Ao (t) As (0) dt 


0 


Эталонная система (3) имеет при |2 | Cr, e—> --0 решения 
вида 


и (2, в) = [4 (2) +-0 (e)] w (#728 2) + 23 Ть (2) +O (8)] ш' (#79? 2) 
Wy (2, в) == |2 (2) -}- O (e)) w (e72/3z) -- eV/3[Z, (2) + O(e)lw'(e 2/8 2). 
(13) 


Здесь w (1) — любое решение уравнения Эйри, оценки остаточных 
членов равномерны но 2, |2 | < г. Функции В (2), & (2) определе- 
ны формулами (11), (12). Для этих решений существуют АР по 
степеням €. 

1.2. Понятие простой точки поворота cuc- 
темы (3). Рассмотрим систему (3), где A (2, е) удовлетворяет 
всем условиям н. 1.1, за исключением того, что матрица Ах (2) 
имеет вид (4). Пусть 2 = 0 — точка поворота системы (3), т. е. 
корни характеристического уравнения 


р? — p Sp А. (2) + det А, (2) = 0 


совпадают при 2 == 0. Пусть D (2) — дискриминант этого уравне- 
ния: 
D (2) = (ан (2) — а,» (2))? + 4а,ь (2) а. (2); 
тогда D (0) = 0. Точка поворота z = 0 называется простой, если 
р’ (0) == 0, так что 
D (0) =0, D’ (0) #0. (14) 
Сделаем подстановку 


w (2) == exp {— + ( Sp Ao (1) at} (a; 


о 
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тогда система (3) примет вид 
(2) =A(c,e)%, A(z,e)=Alz,e)—+-SpAo(z)I, (45) 


так что Sp A, (2) = 0. Нетрудно проверить, что условие (14) co- 
храняется, т. е. 6 (0) = = 0, 2’ (0) #0. Имеем 
а (2) (2) 
Ло |2 а |, 
а? (0) + b (0) с (0) =0. 


Собственные значения матрицы A, (0) равны нулю, но A, (0) 4 0. 
Действительно, в противном случае а (0) = 6 (0) =с (0) =0би 
D (2) имеет в точке 2 = 0 нуль кратности не меньше 2, что противо- 
речит условию 0’ (0) 5-0. Поэтому матрица А. (0) приводится 
к жордановой нормальной форме 


о1 
= Lo ‘AG 
Покажем, что существует голоморфная в точке 2 = 0 матрица 
Т (2) такая, что det T (0) AO и 


тол ет = Бр о |= 2%. (10) 

Из этого соотношения следует, что 
bi г 
ей (17) 


где у (2), ¢(z) — некоторые функции. 
1) Пусть а (0) =0; тогда либо b (0) ==0, с (0) =0, либо 
Ь (0) =0, с (0) A 0. Ограничимся первым вариантом. Тогда мож- 
но положить 
t(2) = 4, y(@) = 0. 
2) Пусть а (0) 0; тогда b (0) #0, с (0) = 0. Положим 
У (2) =1,1(2) =0; 


тогда det 7 (0) =2 0. 
Подстановка # (2) = Т (2) v (2), где Т (2) имеет вид (17), при- 


водит систему (15) к виду v’ = В (2, e) v, где By (2) имеет вид 
(16). Сделаем преобразование 5 
v=P()u, Е =Е0, 
2 = [0 ew) ®=(: фу=Рб а)". (18) 
© 


По условию D (2) ~ az, z+ 0, а520, так что 
8 (2) ~ (—D’ (0), 2 > 0. 
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Фиксируем значение кубического корня; тогда полученная ветвь 
функции & (2) будет голоморфна и однолистна в точке z = 0, так 
что (2) взаимно однозначно отображает малую окрестность U 
точки 2 = 0 на малую окрестность V точки & = 0. Система примет 
вид 


ев еи, Во (19) 


где матрица В (Е, г) обладает теми же аналитическими свойствами 
по переменным &, &, что и матрица А (2, Е) по переменным 2, в. 
Решения системы (19) имеют вид (13), где 2 следует заменить на 
=. Приведем связь между w ии: 
2 
ш] 1. ay -|- bt | uy 
Lal = ex{ 2 р Ao (t) at} Peer: [+], eo) 
0 
а = (Ay, — а,-)/2, 6 = аль, с = аз 


и ал (2) — элементы матрицы А. (2). Вид функций у (2), # (2), 
(2) был указан выше. 

1.3. Уравнение (1). Замена ЕЁ = (2), ш = w/e, roe 
€ (2) имеет вид (18), приводит уравнение (1) к виду 


В АЯ =0, ф-т я. ey 
Полученное уравнение эквивалентно системе вида (3), (4): 
[5 04 10 07] | a7 
Е че M2) ee 


где = = At. Полученные в $ 1 асимптотические формулы (напри- 
мер, (13), (14)) пригодны в малой окрестности точки поворота 
2 =0. 
2. Глобальная асимпитотика решений. Рассмотрим уравнение (1), 
где 4 (2) — полином степени п > 1, для простоты, и 2 = 0 — 
простая точка поворота. Из точки z == 0 выходят три ЛСА, В, 415; 
1, лежит слева от [, 1; — слева от 4. 

Пусть D — каноническая область, D содержит ЛС 1, 2D > 
Dl, ly, U — малая окрестность точки 2 = 0. Функция & == 
= (2) взаимно однозначно отображает область D на сектор 5 в 
комплексной плоскости с вершиной в точке § == 0, раствором 
41/3 и с конечным числом разрезов — образов граничных ЛС. 
Нормируем функцию Ё (2) условиом: 5 есть сектор 1/3 < аге Ё < 
< 5^/3. Линии 1,, 1, 1 отображаются соответственно в лучи 
arg— =a, агр = 5n/3," arg Ё = 1/3. Пусть О, — область О, из 
которой удалены окрестности всех граничных ЛС (гл. III, $ 3, 
п. 2.1), D =D, |] 0, где U — малая окрестность точки 2 = 0. 

Уравнение (1) имеет в области D DCP 


wy (2, A) = wy (№135 (2)) A gn (2, №) + AS и (APE (2) Вум (2,4), (23) 
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где Ww, (0, wy (t) — функции Эйри — Фока ($ 1), выбор ветви 
функции & (2) указан выше. Далее, 


№ 
Ayy (2,2) = 14> DL Ждь (2) + УВ (ь 


Вх (2, №) = a A*By (2) -- ANARGy (2, №), 


функции А, (2), В, (2) те же, что ив (2) $ 1. При ё Е D справед- 
ливы оценки 


[Ag (8) 1 (+ |2, |8, |< (A + |2 [reer ens, 
1 n—t 
a= (AF + *). 


Для остаточных членов при 2 = О, ^^, >1 справедливы 
оценки 


| Ran | ener (4 + [2 74, 
[Rin | <ewar(d + [ву мт, 


Число N > 0 можно взять любым, эти АР можно дифференциро- 
вать 10 24 а по 1, любое число раз. 

Качественное поведение решений таково. Если 2 ЕД, z > © 
и < ао (2) < 57/3, то решение wy (2, A) экспоненциально 
убывает при каждом фиксированном А > 0. При z—> o, 1/38 < 
< в Ё (2) < л решение w, (2, А) экспоненциально растет. Эти 
утверждения справедливы для решения w, (2, A), если поменять 
местами указанные секторы. 

Асимптотические разложения вида (23) справедливы и в том 
случае, если 4 (2) — целая функция и выполняются условия 
$ 4 гл. ПТ. 


$ 3. Некоторые эталонные уравнения 
1. Решения первого рода. Рассмотрим уравнение 


wt ~ ти 0, m> 0. (1) 


Ветви всех функций вида 2° выбраны в плоскости с разрезом по 
полуоси (—oo, 0] так, что 2* >> 0 при 2 Е (0, +00). Число т 
может быть нецелым. 

Это уравнение при т = 3 есть уравнение Эйри и возникает 
при исследовании асимптотики решений уравнения второго по- 
рядка в окрестности простой точки поворота ($ 1). При т > 4 
целом точка 2 = 0 является точкой поворота порядка т — 2 
для уравнения (1), при т = 1 — точкой поворота порядка —1 и 
одновременно регулярной особой точкой типа Ry. 
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Уравнение (1) имеет решение 
U (2) = У2илКи» 2"), (2) 


где К — функция Макдональда [22]. 
Приведем асимптотические формулы для решения U (2). 
Имеем 


g(2-m)/(2m) 4 

0 (0) = Е (=). (3) 

Главный член асимптотики U’ (2) при 2 -> 0 равен 

g(2-8m)/ (2m) 4 я 

= a (FG A aes, 0<т< 1; 
4 
lnz 2-(2+т)/(2т) se ( ) 
(nye ae eet 


Если 2-> oo, | argz |< (3 — 8) л/т, то 
U (2) ~ Hm exp (— 29), U" (2) — ати ехр{— 20}, (5) 


где 6 — любая постоянная такая, что 0 <6< 1. 
В секторе | arg z | < 2л/т имеют место более точные оценки: 


U (2) = и-тМ exp {—z™/2} [1 + 6, (2)], 


Lemay (2) = — 2 ти oxp(— ит) [1 + 0, (2)]. (6) 

Для остаточных членов справедливы оценки 
10; (2) |< O@™*), 1=0, 1, (7) 

0(2) exp {| G5") Ча. 


В частности, при } = 0, 1 имеем 
9; (2) =О (="?), z-» оо, | argz | < 2л/т. 


Решение U (2) экспоненциально убывает при x вещественных, 
х-— +0, и при т = 3 выражается через функцию Эйри — 
Фока v (2) ($ 1). Всякое решение уравнения (1), не пропорцио- 
нальное U (x), экспоненциально растет при x ~—> +00. 

2. Решения второго рода. Функции 


О) (2) = U (вет), § = 0, +1,..., (8) 


являются решениями уравнения (1) и стремятся к нулю при 
2-0, 22 S;, где 5, — соктор 


(21 — 1) mlm < arg 2 < (2j + 1) пт. (9) 
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Лучи arg z = (27 — 1) л/т есть ЛС уравнения (1). Справедливы 
асимптотические формулы 


Us (2) = ехр {ij (1- — =} плоти oxp (— (веьйтутаз +07 (2) 
= [2/4420 ; (2)] = (10) 
и еее воину 
x [1 + 6} (2) 
в секторе 
(2} — 2) n/m < arg z < (2] + 2) n/m. (11) 
Для остаточных членов 0% (2) имеет место оценка (7). 
Вронскиан пары таких решений равен 
W (Uj (2), Ux (2)) = im exp {— (j + Юлйт} Ар, (12) 


eid sin ((k — j) л/т) 
к — sin (л/т) 


Эта формула верна при всех m; если 1/m — целое, то 
№ = (—1) 9” (в —}. 


i И; (2), U, (2) образуют OCP, если 
1) 1/т — целое, k 4 j; 
2) 1/m — нецелое, k = j (mod т). 
Если т > 2 — целое, то имеется ровно т секторов 5; вида 
(9) и ровно т различных решений 0, (2). 
3. Формулы связи. Любая тройка решений 0, (2), U;, (2), И; (2) 
связана соотношением 


LADS омитр, (2) + sin CD eae (2) + 
gabe х 


sin 


+ sinha ет), (2) = 0. (13) 


Отметим важный частный случай: 
U 5 (2) =F ебет 5 (2) D5 pany (0. (44). 


Формулы связи в сочетании с формулами (10) позволяют найти 
асимптотику любого решения U; (2) при 2#-> со в любом секторе S;. 


$4. Кратные и дробные точки поворота 


1. Формальные асимптотические решения. Рассмотрим урав- 
нение 


— [924 (2) + r (ly =0 (1) 
на интервале Г = (0, а], a > 0. Введем условия: 
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1) Функция q (x) вещественнозначна, 4 (2) ©= С° (1), г (2) = 
Е С® при z & (0, al. 

2) g (x) = 2" *q, (2), m > 0, функция 9) (x) не обращается в 
нуль при z & (0, al. 

Число т может не быть целым. Если т > 3 — целое, то 

= 0 — точка поворота порядка m — 3. Перенесем это онреде- 

ление на все значения т > 0. 

При малых х > 0 уравнение (1) можно приближенно заменить 


уравнением 
y” — М, (0) у = 0. 
Поэтому будем искать ФАР уравнения (1) в таком же виде, как 
ив $1, (2): 
y == Aw (A2/mE) 4. у-анитВих (12/mE), ey 
A= У "А, (2), B= У "В, (2), 
n=0 n=0 


rye Е (x), A, (2), By (2) — неизвестные функции. В качестве функ- 
ции w (1) возьмем решение эталонного уравнения (1) из $ 3: 


Ш emt, (3) 
Подставляя (2) в (1) и приравнивая нулю коэффициенты при 
w, w’, получаем 
Ааа (а- еее) а Рави + BEEN) + (Ard) =0, 


4 
мВ (ПЕ —9) + Ладе + AB) + BY =O. 
Выберем функцию € (2) так, чтобы коэффициент при А?А обра- 


тился в нуль; тогда получим уравнение для Ё (2). Возьмем эту 


функцию в виде 
x 


g(z)=[ Va @aeP” = (8 0, м, (4) 
© 
rge S (0, 2) — функция, введенная вгл. П,$ 1. Имеем 
E(2)~ (+ nO" =, 2>+0. 6) 


Выбор ветви функции §(z) опр еделяется выбором значения 
(а: (0))/". Функция E (2) бесконечно дифференцируема при 0 < 
< ха, функция | (2) | строго монотонно возрастает. 
Для функций A, (2), В, (x) получаем рекуррентную систему 

уравнений 

2 У! (Bn vi y i An-1 > Ал = 0, 

2VE (An VEY + Baa —1Bra=0, (6) 

4 (2) 


(=FrOre@= pe. 
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Эта система того же типа, что и система из $ 1, так что 


MINE 
х „ 
| Ви 1 (1) —г (t) By) is 
АЕ [1 +f Veo a @) 
= At А, ЮГА, 
Bn (2) 2 у 9 (2) ) Va Ре 


Пусть функция 9, (2) голоморфна в малой окрестности U 
точки 2 =0, В` — полуось (—oo, Oj. Ветвь функции 2”? при 
нецелом т в области U\ В` выбрана положительной при 2 © 
= U,z> 0. Тогда построенная выше функция & (2) голоморфна 
в 0 \\ В.. Если т — целое число, то функция & (2) голоморфна 
в области 0. 

2. Осциллирующие решения. Рассмотрим уравнение 

y" + т" р (2) + а (aly =0 (8) 
при следующих условиях: 

1) m>0, р (2) > 0 при хе = [0, а, а> 0; 

2) р (2) = С? (1), 9 (2) = C(I). 

Приведем асимптотические формулы А. А. Дородницына [43]. 
Вместо Ё (x) возьмем функцию 


oa) = (3 ) Ура)". (9) 
0 


2.1. Решения эталонного уравнения. Урав- 
нение 


("ЗО =0 
имеет MCP 
—1 2 

0: д = mvp (2 УЁЛ т (— В), 

| : (Ee, 
= ыы 

Us) m-vmr (MEL) УР Лии (= тп), 
При т = 1/и, п =4,2,..., в качестве U, (t) возьмем функцию 
Ta = — Gap VEN ие»), (11) 


=a 


Эти решения разлагаются в ряды 
wm 


т 
= [4— т (т 1) + Bnet) Gm pty) — 


pm 
3! m3 (т +. 1) (2m +- 1) (8m + 1) aise | * 
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: т рт 
0 =1— TI т (т — 1) + 211? (m — 1) (2m — 1) 
а 1 12 
SSS ee) +. mao, (4) 
м тет 
UQat+ eB nee gage iA ae 
n2(n-l) g1-1/n nny И 
Пе `ме-1 (1 4 =) + 
2n®” 1 ‘ 1 па hi 
— ear (ae ott inn с) | пей" +... |, 


1 
eS 
где С — постоянная Эйлера. При t > -- со справедливы асимпто- 
тические формулы 


y(t) = ттт (=) ae ах 


х {eos @)[4 +O] + —* rm те [1 +0 ey}, 
4 


mz, 
"” (13) 


Ua () = точит (=) ia rin-niafsin, ()[1 + 0 (-™)] — 


2—4 
ae im m2 cos 9, (2) {1 si oO ey}, 


где обозначено 


При т = 1/п имеем 
Ui (= 


n=1/2 
ee тт 29-4 [ sin (риа an +) [A Lowry} 


+ aa 1/22) e9g (палет a +m = +) [1 +0 (= |. (14) 


Введем ee 


У, (2) = УЕ Ss 0; (^2/т (2), 
ОУ, =И чу, 
f@)=¢@)+Vo@ 5.2 Bras (16) 
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2.2. Метод исследования. Полагая y(z) = У, (2) + 
+ и; (2), для и; (x) получаем интегральное уравнение 
x x 
и; (2) = ут \ К (x, т) У; (т) dt -- №" \к (a, т) и; (т) 41, ]==1,2, 
0 0 


ядро которого имеет вид 
К (2,1) =f) IY, (в) У, @® — У, ФУ, (91. 


Из асимптотики функций U, (4), 0, (t) следует, что эти функции 
ограничены на полуоси 0 < {< co при т > 2, и интегральное 
уравнение можно решать методом и ат приближе- 
ний. Если же O<m< 2, то функции 0, (9, 0, (1) неотра- 
ничены на полуоси О-о, но ограничены функции 
т) ету, › (A2/"" (5)) при А > 0, z > 0. В этом случае к ин- 
тегральному уравнению также применйм метод последовательных 
приближений. 
В первые нриближения входят интегралы вида 
x 
Ул (x) = U5(t) Uy (04. (17) 
о 
Асимитотические формулы для решений существенно зависят от 
того, сходятся ли эти интегралы при z > 0 и являются ли величи- 
ны У» (+00) конечными или бесконечными. Приходится разли- 
чать пять случаев: 1) т > 4; 2) т-=4; 3) 2< m<4;41< 
<т<2; 5) 0<т< ГИ 
2.3. m 4. Уравнение (8) имеет OCP вида 


yj (2) = У + Am LEE. [У OV 2) —¥a OVO) + 


0 
+ a OF [€j2¥1() —CyYalt У ++ 0 (A-#/U (1). (18) 
Здесь обозначено 

2102), Vix Q= (0 — Уз (<), Син (>), 


т—1 m—-4 
r( m г т 
Си = я cosec — ло n-emn-ayin 


(2 )r(4#*)' 


(Е) 


Cog = mam-s)/m 
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Аналогичные формулы справедливы для yj: в (18) следует заме- 
нить У, на У; и в остаточном члене U на У”. 
2.4. 2 <¢m< 4. В этом случае асимптотика PCP umeor вид 


f(t) dt 


ye) ука +4.) S08 


5 (Cn ¥s(@) + Cn 2(2)] + 


= 


Орто би, —1,2, 20) 
Cu=— С» = Folge 


=. 


4 т —1 
тит тра 
Са 2m 1 ( т ), 


Cum mnt) 


Асимптотические о для у получаются из этих формул 
заменой У; на У; и U на У’ в остаточном члене. 

2.5. 1 < т = 2. В этом случае асимптотические формулы (19) 
сохраняются, с той лишь разницей, что остаточный член имеет 
вид О (^?0 (то (1))), О (^?У' (2)) для решений и их произ- 
водных соответственно. 

2.6. 0 < т < 1. В этом случае 


у, (2) =У, (2) + 0 A710 (то (2))). (21) 


Для решения у» (x) справедливы те же формулы, что и вп. 2.5, 
если число 1/т — нецелое. Если же т = 1/п, п > 4 — целое, 
то 


| Е 
У Уна SRE + O00 бет). 


2.7. т = 4. В этом случае интегралы Ур, (t) расходятся и при 
t= 70) и при “ib со, что приводит к усложнению асимптотических 
формул [43]. В п. 3 приведен другой вариант этих формул. 

Если функции р (x), q(x) бесконечно дифференцируемы при 
z = Г, то с помощью метода, изложенного в п. 2.2, можно полу- 
чить асимптотические ряды для решений вида (2). 

3. Целые значения m > 1 [95, 97]. 

3.1. Эталонные уравнения и их решения. 
Имэ>ются три варнанта. 

I. т > 0 — четное число, эталонное уравнение имеет вид 


и" == = тр. (23) 

Il. m > 0 — четное число, эталонное уравнение имеет вид 
2 

w= — ty, (24) 


7 М. В. Федорюк 
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ПГ. m > 0 — нечетное число, эталонное уравнение имеет вид 


(23). 
Рассмотрим подробно эти случаи. 
Г. Эталонное уравнение (23) имеет ФСР {И (t), Um (—8}, где 


Ont) = =и> Кит (#2), #>0, (25) 
К — функция Макдональда. Вронскиан этих решений равен 
W (U,, (9, Um (—4) = т cosee л/т. 
Частные случаи: 
Uy (t) = e', Us (lt) = УЗО (0, 29, 


где U (а, t) — функция параболического цилиндра. Нри t = 0 
имеем 8 


Un (0) = arregemany (1), 


, = ) 1 
О (0) = 1-22 Heap, (- =) . 


При t— оо функция И„( экспоненциально убывает: 

Um (9 ~ {2-m)/4g-t™/2 
При t < 0 имеем 
„0-Е [поовво 2 Г (ltl) + Куин], 26) 
где Jim — функция Бесселя мнимого аргумента, и функция 
U,, (1) экспоненциально растет при #-> —oo: 


Un (0 == cosec = тн exp {{t|“2} [1-Е O(-™)]. 


II. Эталонное уравнение (24) имеет OCP И’„ (1, И’„(—9, 
где 


Wal) =— [лв У], >06, 
Wo t= Y/ ABT [ote se лы) Ум] #<0, 
У, п — функция Неймана. Вронскиан этих решений равен 


W (Wn 0, У (- 9) = 


созл/т * 


(27) 


Частные случаи: 


W, (9 = У 2003 (t + л/4), Ws (t) = 2997 (0, 2), 
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где W (a, t) — модифицированная функция параболического ци- 
линдра. Решение W,, (t) осциллирует при #-> -Loo: 


perme 

Wn =o 7j(2m) [= (= 4 ) + о" r HE OSs 
(2—m)/4 

Wm ()= pos [cos (ее = +) + own) | ern 


Приведем оценки для PCP. Пусть ¢ = ¢, — наименьший поло- 
жительный корень уравнения 


Wnt) = tear (2. 
Введем весовую функцию Е» (1), равную 


Уи я2т), 129%; Ув 7/2т) 15-4 
Woh 
Ww, , — Tin St Sm 


(28) 


Функции Wy, (1), Wm (— 2) не имеют пулей на отрезке [— Ym; Ym], 
так что Е» (1) — непрерывная на всей оси неубывающая 
функция, £,,(—t) = E4(t). Введем положительные четные 
функции Ми (1, Nm (4), через которые выражаются модули реше- 
ний из ФСР и их производных: 


И’ (t) = Eni (t) Mp (2) 8i0 Om (t), Win (t) = EA (ЭМ (1) sin Om (. 


(29) 
При t > -oo ; 
M,()~ ‘s 2 ет, М, (6) т Я 1 д", 
sin ы = \ 2sin a 
(30) 


ПП. Эталонное уравнение (23) имеет DCP V,, (t), Vm (2), где 
у ex 
Ут (9 = Vz Кит (t"); 


> (31) 
Vn) = =| a. ele Bide #>0. - 


in — 
sin и 


Вронскиан этих решений равен m/sina/m. Имеем И» (0) = 
= д-изое-т)ат) Г (4/т), Vin (0) = л/2-ентудато Г (—4/т), 
7». (0) = Vm (0), Vin (0) = —Vm (0). При m=3 эти решения 


7* 
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выражаются через функции Эйри: 
Из (t) = 29636 Ai (+)” t) Ba (t) 296 Bi ((+)" A t) : 
Приф> 0 a Vin (t), Vm (2) положительны, V,, (t) моно- 
TOHHO убывает, 7 т (t) монотонно возрастает, и 
Vin (t) = {(2-m)/1e-1/2 | 
Vin (t) = [a-m)/tet™/2 И +0 ("3 


sin — 
uput— + <.Приё < ещевы 
ты V PE [cte a км — Ум], 
Pratt) =— Е te gh ле + (LE 9 |. i 
Оба решения осциллируют при t > — oo Co сдвигом фазы на 1/2: 
Vm (t) = si ay [ет [5% (м) +0" ], 
Vn) = ая [р [em | cos (le [Pe +) =e oem) | . 
Пусть # = —qm — наименьший по ах корень уравнения 
= Ги (0. 
Введем весовую функцию Ем (t), равную 
УТ» 77», t>—~ ms Vtg aim), 1 < —. (33) 


Функция В п (1) положительна, непрерывна на всей оси и не убы- 
вает. Функции М» (t), Nm (1) введем по формулам, аналогич- 
ным (29): 
Ув ( = Ex (t)Mm (1) sin 0 (4), Vin (t) = Em (t)Mm (t)cos 0 m (1), 
| (34) 

Vin (t) = Ez (t)Nm(t) sin Om (t), Vin (t) = Em (ОМ (1) sin Om (2). 
При | # | -> co для My, Nm справедливы асимптотические форму- 
лы (30), в которых следует заменить # на | ¢ |. Приведем прибли- 
женные значения для gm: g, = 0,000, 4. = 0,279, аа = 0,431, 
4ь = 0,528, gs = 0,596 

3.2. Вспомогательные функции. Рассмотрим 


уравнение 
- w" = [MF (x, №) + g (x, №] w (35) 
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на конечном или бесконечном интервале J = (a,, а.), 0 <= Г, где 
4. > 0 — параметр. Введем условия: 

1) Функция 12" (х, А) вощественниа при вещественных А, 
не обращается в нуль на интервале J и принадлежит классу С? (Г) 
при каждом фиксированном A > 0. 

2) Функция g (x, ^) непрерывна на интервале J при каждом 
фиксированном А > 0 

Положим 


(= — ПУПЕЮТи)", 2<0, 
Е, | (36) 
ens, 2/т 
ee л) = (}УП@ Та)", #>0. 
‘Oo 


Функция & (x, A) монотонно возрастает по x и приладлежит C? (Г). 
Введем функции 


Face ЕН 2, AY] |5”, mn (2) == + [10-8 (37) 
и функцию контроля ошибки 
1 a 1 g(z,h) dx 
Ни (х, ^) \ [ Пл = ом (1) ] © (TE? (38) 


где пределы интегрирования несущественны. Для уравнения (23) 
имсем 
= Te рта, #(т,^)=0, Ё=1, 


ыы, Ни (2, 4) =0. 

3.3. Асимитотика решений уравнения (35) 

в случае I. Пусть т четно, функция ] (х, A) x?" ноложитель- 
на на Г. Тогда уравнение (35) имеет о 


№; (x, ) = ТИ (т, №) [Оп (— №") + а (а, №), 

W, (т, №) = FMA (x, №) [Tm oes + & (x, ^)1. (39) 
Функция U,, определена формулами (25), (26), и при х eH Г.А. 0 
справедливы оценки 


ae, Amy 
lel pe <exp {GE Vau.2(Hn)} — 4. 


Пт le ить) 
(40) 
Постоянные Ag, ит равны 
hm — зар [-sin 2,0 Um (t) Tn(—1)| | 
teR m m (41) 


Um = sup a , 
ER] gin TOU (=A 
m 
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и Va,s (Hm) — вариация функции H,, на отрезке [а, 6], т. е. 
b 
Va,0 (Hm) = АН (2) | de. (42) 
a 


Для |е, |, | de,/dr | справедливы оценки (40) с такими изме- 
нениями: U,, (—t) заменяется на О» (t), Vax — на Vx,ar 
4. Асимнтотика решений уравнения (35) 
в случае II. Пусть т четно, функция f (x) 2?" отрицатель- 
на при 2 <=: Г. Уравнение (35) имеет решения 


ив (т, №) = FE (р, №) [Wan (FF MME) | ал (2, ^)]. (43) 


Функция € (т, A) определена формулами (27), и при х = Г, А > 0 
справедливы оценки 


1е;(2, №) | 126; (x, 2) de | 
Ми (AEE) ? RFF, A) Non (А?) S 
a BE 28) [exe (5 ети» Hm) yy }-1], (44) 


где знак плюс берется при jf = 1. Постоянные 6,,, р» равны 


Pm == SUp [зао (2) м0] , 
(45) 
б-р [Е по, (0 Em (9 М1. 


Заметим, что Om < р», так что в оцёнках (44) отношение Om/Om 
можно заменить единицей. 
.5. Асимптотика решений уравнения (35) 
в случае III. Пусть т нечетно, функция / (x)z?-” положитель- 
на при 5 <= Г. Тогда уравнение (35) имеет решения 
my (25 2) = Ри (о, №) Pm (PME) + в, 6) 
w, (т, 4) = FUE (a, №) [Vin (AYE) + в, (a, ^)|. 
Функции Г, Vm определены формулами (31), (32), и при 2 eT, 
^ > 0 справедливы оценки 
| 2; (2, №) | 148; (2, ^)/д= | 
Ми (АЕ) ы дати (=, A) Nn (2/7) 


Sm 5 pth ey 2lmy 
«лы кол" [вр (ar VejeHmdl}—t]- 4) 
Здесь Pm имеет вид (45), 
Oma = sup | sin 2-2 (0) [Pm (0) [Bar М, |, 
ter. ™ ть 


< 


ры (48) 
Gna = sup | A sin „(|7 (0) Е» (9 М» (0 |» 
teR 
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где Ё„; Em отвечают Vij, Ут. Так как Om;/0; < 1, то эти отноше- 
ния можно заменить единицей. 

Приведенные выше оценки остаточных членов ;, 0e,/Ix при- 
годны в весьма общей ситуации, но довольно громоздки. Они яв- 
ляются обобщением ВКБ-оценок (ra. II, $ 2). Как и в гл. II, из 
этих общих оценок можно получить более простые, при дополни- 
тельных предположениях относительно зависимости функций f 
и бот ^. 

3.6. Асимптотические оценки остаточ- 
ных членов. Рассмотрим уравнение 


у" — [VF (2) + 8 (, Лу =0 (49) 


при следующих предположениях: 
1) Функция f (2)/5"-? вещественна, не обращается в нуль на Г 
и принадлежит классу С? (Г), функция g (x, ^) принадлежит клас- 
cy С (Г) пи 4 > Ay > 0. 
2) Сходятся интегралы 
я 
Ури + LPL). 
Это условие совпадает с условием применимости ВКБ-прибли- 
жения (гл. II, $ 3). 
3) При ^ > № > 0 w при некотором 6 > 0 имеем 
} ее, @pade< в. 
I >6 
Если J — конечный отрезок, J C Г, то 
[8(=, № ПА М < в. 


Это условие выполнено, например, если g(x, A) = AYA (1) 
и сходится интеграл 


{ жилах. 
14 >8 
Положим @ = шах (®, 0); тогда вариация Vaya; (Hm) имеет 
следующие порядки при 1, — + oo: 
(6) (Авнет), т = 2: 3, 
О (№ In A), т = 4, (50) 
О (№-т), m> 4. 

В сочетании с полученными выше оценками это позволяет уточ- 
нить оценки остаточных членов. Например, в случае I отношения 
& (2, №)/О» (— №5), в, (т, ХО (98) 
при А -> {со имеют следующие порядки, равномерные по 7 & Г: 

О (ho), m= 2, 3, 
О (1 Ind), m =4, (51) 
О (ют), om > 4. 
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В Формулы связи. Пусть выполнены условия 1)—3) 


п. .6 и расходятся интегралы 


ы 
ие [ае, у=1,2. 


Тогда на интервалах J, = (a,, — 5), J, = (8, аз), где 6 > 0, урав- 
нение (49) имест решения ВКБ-типа. Приведем формулы связи 
между ними. Предполагается, что A > № S> 1. 

Г. Уравнение (49) имеет решения 


we 


pile (6) at} ‚ toa, 
i (52) 


iy (в, А) — ии a) окр АДР, xvas. 


iy (2,2) ~ f(x) exp [--^ 


Эти решения экспоненциально убывают соответственно при 
>41, ха, и однозначно определятются своими асимптотиками. 
Сравнение асимптотик при 5 —> а, решений w, и . показывает, 


что 
se 2 д (т 
Be (2, ) = V и, 2), 


и аналогичное тождество связывает решения Wj, Dy. Поскольку 
асимптотика решений w,, и, известна, то 


а (у № jan (ey exp {A ^( pew ai}, ras, 
sin — о 


т (53) 
Pe (т, ^) = — Ath {74 (2) exp ул (2) dt}, ray. 
x 


© 


in — 
sin г 


Для остаточных членов fy, А, справедливы оценки (54). 
II. Уравнение (49) имеет решения, которые однозначно опре- 
деляются своими асимитотиками: 


ба (2,2) =) | cos (2 Пора 4) +24], ray 


Be (x, № = УМ | cos (2 Пома) +0], 2a. 


Cnty roe 
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Ha «противоположных» концах интервала имеем * 


Dir Hi (2) PH x 


@, (т, A)= (1 + удеш 
x |cos (4 VF (0 hie dt — E+ 81) +014), > de, 
о 
te (т, A) =(L + pdotg |1 (2) AA x 
Q 7 
x [oos(a {| fh at — + + &) + 0(1) |, eee 


x 


Оценки остаточных членов остаются такими же. 
Ill. В данном случае имеется OCP вида 
0 


y (x, 2) = НА | cos (a (FP dt + Z) + o(1) ‚ tm, 
@, (4 ~ LU +) LG окр фл (atl, ras, 


We (x, \) ~ |1 (2) exp |» {paw at} ‚ 1 а», 


23. i+ Ati 
Wa (x, 0) = Зее | их 


0 


| it , л ‘ 7 
x | воз (^ оф) +00], roti. 


Оценки остаточных членов даются формулой (51). 


§ 5. Слияние точки поворота 
и регулярной особой точки 


1. Преобразование уравнения. Рассмотрим уравнение 
и" — [aay (т, 4) + sen) w=0 (1) 

на интервале Г = [0, а), конечном или бесконечном, где A > 0 — 
большой параметр. Введем условия при х <= Г, А > № > 0: 

1) Функции f (5, A), # (z, А) вощественны, функция f (т, ^) не 
обращается в нуль. 

2) Функции рх (2, 4), g (х, ^) непрерывны. 

Предполагается, что p > 0. Число а и параметр р могут за- 
висеть от A. 
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В данном случае точка x = 0 есть точка поворота порядка 
р — 2 (возможно, нецелого) и полюс второго порядка коэффициен- 
та при w, т. е. регулярная особая точка уравнения (1). Асимптоти- 
ка ФСР выражается в данном случае через функции Бесселя. Рас- 
смотрим два варианта. 
Т. f(z, ^) > 0 при х = Г. 
Il. f(z, ) < 0 при Е Г. 
Сделаем преобразование Лиувилля (гл. П, $ 1): 
вы г. 2172 | F(z, с 
w= fe WO, Геи И, (2) 
г 2 
= (lore УЕ); 
0 
тогда уравнение (1) примет вид 


LW { mae у " ы 
пре], a 
гдо знак плюс (минус) берется в случае I (II), 


A L pore : И, 
DOT Ели. = 
Интервал 7 взаимно однозначно отображается на интервал J == 
= [0, В), В > 0. При этом функция 5/5 положительна и принадле- 
жит классу CJ), ф (5, 4) = С (J). 

Введем параметр v по формуле 


1 9 ‘ 
= (wv? — 1) = @ (0, 4) (5) 
и запишем уравнение (3) в виде 
aw 2. | 1 b(t, % . 
a = (+ ue fue ray 4. 1 & 2) Ww. (6) 


2. Случай I. В уравнении (6) берется знак плюс. Эталонное 
уравнение возьмем в виде 
Cw BA aay pv? — 1 \ es 

a = (Soot ОИ. (7) 
ФСР этого уравнения образуют бесселевы функции C20, (^^), 
OK, (W042). Будем предполагать, что у >20 (т. е. ф (0, A) > 
>> — 1/4). Приведем асимитотические формулы для этих функ- 
ций: 


4 зе : ao 
ие) poe а fet, r++0, 
12) > г ти т 
L@~ pep? ЮФ (3) > #> 50,520, 


(д =1+ = +00), Kole)~—Inz, #40. 
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Вронскиан этих решений равен 
W (Ky (2), Г, (2)) = A/a, 


Для ФСР уравнения (6) имеются асимптотические оценки того 
me типа, что ив $4, п. 3.3. Но мы ограничимся тем, что приведем 
оценки ФСР при более сильных предположениях. Пусть v > 0, 
В = + oo, функция tp (5) не зависят от A и выполнены условия: 

1) p (5) непрерывна при 0 < 6 < ~w; 

29—07, +6226 


3) $ 5% 0146 < =. 
Тогда уравнение (6) имеет ФСР вида 


Wy (6,4) = 2, (AEH) (4 +2), ы 
Wa (5, №) = ВАК, (AEH) (L +в), ¢ 
где &,, г, имеют порядки 
O(A), p< 29; ОА), p= 2p; 0 (м), р > 26. (9) 
Эти результаты справедливы и при В < oo, 


3. Случай П. В этом случае в уравнении (6) берется знак ми- 
нус и эталонное уравнение имеет вид 
ФИ 


2 2y? — 
ar =(- aa er aie os) Ги. (10) 


При тех же условиях на функцию tp = tp (5), что и выше, уравнение 
(6) имеет ФСР вида 
W, (5, №) = 1 [Jy (AGH?) + в, (6, ^)], 
(11) 
W, (5, ^) = В [У, (AGW) - в, (6 ^)]. 
В данном случае оценки усложняются, поскольку функции . 
Jy (x), У, (=) имеют бесконечно много нулей на полуоси «>> 0. 
Воспользуемся представлением 
Jy (2) = Ey (2) М, (x) cos 6, (2), 
У, (2) = Е, (x) М, (2) sin 6, (2), 
где Е, М — положительные функции. Тогда величины 


21 (5, 4) 2 (5, 
Е (А?) M, (agh/2y J Е, (А?) М, (А?) 


имеют порядок (9) при ^, — --оо. Аналогичные оценки в случаях I, 
II имеют место для производных решений [96]. 
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§ 6. Кратная точка поворота. Комплекеный случай 


1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 
w" — [№17 (в) + & @]ш=0 (1) 


в области Д (возможно, неограниченной) комплексной плоскости 2. 
Здесь 1 > 0 — болыпой параметр, область D содержит точку 
2 = 0. Введем условия: 

1) Функции 2?” } (2), g (2) голоморфны в области D, и первая 
из них не имеет нулей. 

2) & (2) =O (21), 2—0, rae p> 0. Число т > 0 может ue 
быть целым, так что 2 = 0 может быть точкой ветвления функ- 
ций ри в. 

Введем функции 

а 
S(@) =\VT@at, 9=5“ а. 2) 
Ц 


a 
При малых |2 | 


P(e) = fo tAZ HARP +...) #0, 
бе a [14 a Et... 


так что можно выделить голоморфную в точке z = 0 ветвь функ- 
ции 6 (2). Введем еще одно условие: 

3) Функция 6 (2) однолистна в области D. 

Пусть Sj — секторы в комплексной плоскости 2, введенные 
в $ 3. Обозначим через A образ области D при отображении 5 = 
= €(z) и через D; — прообраз области А[]5;. Все области О, 
односвязны. 

Пример. Пусть f (2) = 2? (1 — 2)8, р — плоскость 2 с раз- 
резом по лучу 2 = [1, + oo); тогда С 


(2) = 


ees 
V2(1—2z) 


nu A — плоскость & с разрезом по ayuy 7 = (— со, —1// 2]. В дан- 
ном случае т =: 4, 5, — сектор |arg 6 | < л/4, 5, — сектор 
Jarg 5 — л/2 | < п/4, сектор S, (Ss) симметричен с сектором 
So (Sy) относительно точки € = 0. Проведем через точки z = 0, 
8 =1 две окружности Ц, В = Й, центр И лежит в точке 2 = 
= (1 + i7/2)/2. Тогда р, — луночка, образованная их пересече- 
нием, D, = D*, область D, ограничена большей дугой окружно- 
сти 1, и дугой [,, О, — внешность. объединения кругов с разрезом 
вдоль {. 

Пусть а; ® [D;], причем возможен случай а; = со. Обозначим 
Нь (aj), Е =}, множество всех точек 2 = [D;] U [D,], которые 
можно соединить с точкой а; каноническим путем у. Именно, при 
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движении # вдоль y от точки а) к точке 2 функция Re S (2) не убы- 
вает. Ветвь этой функции выбрана так, что Ве S (2) < 0 в области 
D;, Веб (2) > 0 в области D,. 

Преднолагается, что А, ] — целые, k Aj, и если т = m,/m, 
где та, ть — взаимно простые целые числа, т; == 1, то требуется 
выполнение условия | k ~ j |< my. Для других значений т ни- 
каких дополнительных ограничений на значения j, k не налагает- 
ся. В частности, всегда можно положить А = } + 1; в этом слу- 
чае 5, 5, — соседние секторы. Заметим, что объединение 
В, |) Dj J {0} связно, но может не быть областью. 


2. Вспомогательные функдий. Положим 
е (t) = | exp {(—1) 2], ¢S [5], 

ветвь функции {”/? выбрана так, что (7/2 = [71 exp {(1/2) т arg 8}. 
Поэтому 

е (1) = 1, Е 08; e() > 1, te б5,, 
и функция е (1) экспоненциально растет внутри сектора 5). В об- 
ласти [S;] U [S,] введем функции 

Ex, (t) = tle (9, t= [Sj], Ep QO =e (Q, += [5], 

так что Ё,; (1) = Eji (t). Пусть 0, (t), 0, (1) — решения эталон- 
ного уравнения, введенные в $ 3, Напомним, что И) (#) > 0, если 
1 oo вдоль любого луча, лежащего в секторе Sj, и 0, (1) > ©, 


если # —> cc вдоль любого луча, лежащего в секторе 5,. Аналогич- 
ными свойствами обладает решение (7, (1). Введем функции 


My (9 = 10, OPER O + | Ue (9 PB OM, 
Ny (9 = [Uj PEE (9 + 10% (0) РЕ (OP, 
Fy (Jepern | BRO] eran, OP + 
+ Fl [Пеано 0) Pt, 3) 
On (t) = (1+ ГЕ) (A + Е, 
Если t— со вдоль любого луча, лежащего внутри одного из 
секторов S;, 5», To 
My (9 ~ (A К Цели, 


Ny (а В М, (В, 


числа Ад. см. в $ 3. Положим 


sy toy) =| м-ние — 5 |, 
H (21, 225 ил * (5) dz fq 1 (2) 727 (2) Qin (A2/™ 5(2)) 


Га = 2?°™ f(z). 
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3. Оценки решений [98]. Пусть выполнены сформулированные 
выше условия и величина Н (21, 25, A) конечна при любых ze 
ЕН, (a;), ^ >- 0, где интеграл берется вдоль канонического пу- 
ти. Пусть А, В — произвольные постоянные. Тогда уравнение (1) 
имеет решение #2 (2, A) вида 


w (2, №) = ГАИ (2) [AUy ("5 (2) + ВО» (P/E (2) + = (^, 91, 
(4) 


где при 2 ЕН, (a;), ^ > A» > 0 справедливы оценки 


12 (A, 5) | 1 де (A, 5/95 | 19 (ge /6 | < 
Му (^2/т5) ’ ITN (az/mey арт lt jones Nix (a2/Me) Ss 


«S403 0) Ел OO [хр [ат Hla eM 1]. (6) 


Здесь ¢,, с, > 0 — постоянные, не зависящие oT A, 


ву (A) = вар [© (024) Ей A) АГ, (№ х 
tey 


х {AU (7) + BU, (NM) 1], (6) 


где} — образ при отображении 5 = 6 (2) канонического пути 7, 
соединяющего точки 2, а;, и интеграл Н (аз, 2, A) берется по y. 

Оценка (5) носит весьма общий характер, но.содержит доволь- 
но громоздкие выражения од, (A) и Н (aj, 2, 4). Кроме того, она 
представляет интерес применительно к асимптотике решений толь- 
ко в том случае, если правая часть формулы (6) (без множителя 
Ей) мала при ^ >> 1. Выражение в квадратных скобках в фор- 
муле (6) ограничено на любом компакте, лежащем в [5; |] 5, |, 
и ограничено при # —> со, Ё <= S,. Если же # -> со внутри сектора 
S;, то это выражение неограничено, за исключением случая B= 
= 0. Следовательно, если а; = со — внутренняя точка сектора 
5), то оценка (5) пригодна лишь при В = 0. 

4. Асимптотика решений. Положим А = 1, В = 0 в формуле 
(5); тогда | oj, (^) |e при А > № >> 0. Пусть точки a; Е S;, 
a, © 5, можно соединить каноническим путем 7, не проходящим 
через точку 2 = 0 (например, S;, 5, — соседние секторы). Точки 
а;, а, могут быть конечными или бесконечными. Пусть вдоль Y 
сходятся интегралы 


а а 

С 142 

Fiswonen (3 
где а=а; или а=ау, 


ва=лме pt — 80) 
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Тогда справедливы оценки 
a2 H (а, a, 4) = О (фт), А- +00, : 
фи = 7 0<m<2(1 4+), (7) 
фи = Иша, m= 2 (Е 4), 
Pm = Ae, m > 2 (Е 11), Yr = min (y, 1). 


Если, кроме того, функция g (2) голоморфна в точке 2 == 0, то в ка- 
честве р» можно взять функции 


M0<m<4 м ШАт=4; №, т 4. (8) 


Все эти условия выполнены, если функции 2?" (2), g (2) — по- 
линомы степени Ny, Ин и Ng < n,/2 + 1. 

Окончательный результат выглядит так: уравнение (1) имеет 
рентение w (2, А) такое, что при 2 <= H; (а,), 4 > № > O 


w (=, №) = ГА (30, (AE (2) + гл. (6 №), (9) 
[арк (2, №) | < Ел. APE) Му, (026) фт (А). 


Аналогичные оценки справедливы для остальных функций из ле- 
вой части неравенства (5). 

Напомним, что И; (i) 0, если #-> co внутри сектора S;. 

5. Формулы связи. Пусть выполнены сформулированные выше 
условия, и пусть 5 (aj) = со, так что а; = со или а; — особая 
точка уравнения (1). Ветвь функции $ (2) выберем так, что 
Ве S (2) > 0, д Dj. Тогда уравнение (1) при каждом фиксиро- 
ванном 1, >> 0 имеет единственное решение wy (2, A) такое, что 


Wy (2, А) ~ РА (2) eAS) (40) 


при 2ЕД,, z—> aj. Приведем асимптотические формулы для ре- 
шения и» в области D,. Аналитически продолжим функции S (2), 
f'/4 (2) изО,вр, вдоль некоторого канонического пути, не прохо- 
дящего через точку 2 = 0; тогда Ве S (2) < 0, ze D,. Пусть 
6, (0) = D;, $ — канонический путь, соединяющий точки 6, (6), 
a, ЕД,, и arg S (2) = Ona, где |0 | < 1/2. Тогда при А-— 
> +90, 27 


Wo (2, №) = 1 (2) [iH (Ал, + Оф») eS) at 

И (Аль + O (фт) SO]. (44) 
Функция th, определена формулами (7), (8), знак + (—) берется 
при 60 > 0 (6 < 0). Оценка остаточного члена равномерна по в, 6. 


Аналогичные результаты получены в [98] для более общего 
уравнения 


ш" = [Af (2, 4) + 8 (2, №)] ш. 
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$ 7. Две близкие точки поворота 


1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 
у’ — 24 (1, ду=0 (1) 


на отрезке Г = [а, 6]. Здесь A > 0 — большой параметр, а = 
Е У = [0, ao], a > 0, функция 4 (x, a) вещественна и принадле- 
жит классу С° (I Х J), Параметры А и @ независимы. 

Пусть уравнение (1) при каждом фиксированном a, 0 < «а, 
имеет ровно две, и притом простые, точки поворота 2, (a), Ly (a), 
которые при o = 0 сливаются в одну двукратную точку поворота 
Lo, а < x < 6. Типичным примером служит уравнение Вобера 


М (21° — а) у=0. 


Требуется построить DCP уравнения (1), асимптотика которой при- 
годна при /, —> + oo и равномерна по 5 © lac. 

Другой вариант — случай, когда близкие точки поворота 
2. (a), % (a) — комплексные (при a >> 0). В этом случае допол- 
нительно предполагается, что функция q(x, %) голоморфна по 
хеш, где Р — область в комплексной плоскости х, D7) /, 
при каждом фиксированном @ с: J. Типичным примером служит 
уравнение Вебера 

УМ (e+ aly =0. 


Такого рода задачи возникают, например, в квантовой меха- 
нике, когда энергия частицы близка к дну потенциальной ямы 
или к вершине потенциального барьера. В дальнейшем предпо- 
лагается, что х› = 0, а < 0 < Ь, и что & > 0 достаточно мало, 
но не зависит от A, 

2. Вещественные точки поворота. 

2.1. Структура функции Q(z, a). Так как точка 
x = 0 при a = 0 есть точка поворота второго порядка, то 


9 (0, 0) = а; (0, 0) =0, gx (0, 0) == 0. (2) 
Потребуем дополнительно, чтобы выполнялось условие 
Ya (0, 0) # 0. (3) 


При малых z, а имеем 
q(t, а) = 4 (0, а ++ [dex (0, 0) 2* + 24;. (0, 0) га + 
+ Gea (0, 0) | +... 
Вещественность точек поворота приводит к условию 
9a (0, 0) dee (0, 0) < 0. (4) 
Занумеруем точки поворота так, чтобы было 2; (a) < 0'< х, (a) 
при & > 0. Функцию 4 можно представить в виде 


4 (т, а) = (21 +a (а) = + bla) (т, a), (5) 
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где 4 (x, a) © Ce (ГХ J), G(x, “) #0 при (х, a) SI x J. Из 
условий (2) — (4) следует, что 


а (0) =5(0) =D (0) =0, 2’ (0) >20, D (a) =a? (a) — 4b (a). (6) 
Так как 
2, (а) = (—a() УР), 


то x; (a) — бесконечно дифференцируемые функции от a при 
ae J. 
2.2. Преобразование уравнения. Подста- 


новка 
у=УФ (5) в, «= 9@(S) (7) 


приводит уравнение (1) к виду 
г 3 ыы 1 
wgs — 149 (7, а) [Ф' (5) — 5 {Ф, 5} | =O, (8) 


где {p, 5} — производная Шварца (ra. П, $ 1), Функцию $ (zx, а. 
выберем так, чтобы коэффициент при A* имел вид + (В (a) — 5?) 
Приходится различать два случая. 

т. gee 0, 0—0. 

Ц. gee (0, 0) > 0; 

В первом случае функция g (x, “) положительна при a >> 0, 
(a) < < т, (a), во втором — отрицательна. Для функции. 5 
получаем уравнения 


5" (В 5°) =9а(1, 9 (1, 


57 (В — 59 = —q(e, a) (I). (9) 


Рассмотрим случай I; случай И исследуется аналогично. 
2.3. Функция В (a). Из условия непрерывности функции 


следует, что 5 = + УВ при z= 2,5 (a). Потребуем, чтобы 


5 = УВ <0 при t=, (а); тогда на отрезке Г (а) = 
= [z, (a), х, (“)] имеем 
5 x 
\ yB—#a= \ Узда, (10) 
УВ хи) 


где все корни — арифметические. Из условия 5 = УВ при х == 
= 2, (a) находим 
= 
вы = \ Изба. (11) 


ха) 
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Можно показать, что В (a) = C~ (J). Предположим дополни- 
тельно, что функция 4 (x, &) голоморфна по x в области О, содер- 
яжащей отрезок Г; это приведет к более удобной формуле для В (<). 
Выбером вотвь функции У (<, @) в области D \ Г (а) так, чтобы 
V7, а) = — НУ@С, a) | при Г (a), #>> 1, (а); тогда 
УтС, a) > 0 на верхнем берегу разреза J (a). Пусть С — про- 
стой замкнутый контур, ориентированный положительно и 
охватывающий отрезок J (a); тогда 


в®=— ФУ, a) de. (12) 


Tak как подынтегральная функция бесконечно дифференцируема 
по a при х ЕЕ С, то В (а) Е С® (Л). Более того, если функция 
4 (х, а) голоморфна по a при < = J, то функция В (%) голоморф- 
на по @ при а & J. Если разложить функцию Yq (x, а) в ряд 
по степеням & при 5 Е С, то можно получить разложение в ряд 
функции В (a). В частности, 


о те, (13) 


2.4. Функция S (zx, a). Фиксируем a >0, и пусть 
a (a)<2<a,(a), — УВ < 5 < УВ. Torna левая и правая 
части равенства (10) — строго wenOToHRD возрастающие функ- 
ции 5, 2, так что 5 (5, «) — строго монотонно возрастающая 
и непрерывная функция. На интервалы (x, (<), 6], [a,2, (a)) про- 
должим ветвь 1/9 (xz, %) через верхнюю полуплоскость так, что 


У (1, <} = — 11 У4 (2, а) |, «> 2, (a); 

Уч (т, а) = {| Уа (т, а) |) «<x (а), 
и аналогично продолжим функцию УВ — S*. Тогда получим, что 
функция 5 принадлежит С (Г), строго монотонно возрастает и бес- 
конечно дифференцируема всюду на Г, кроме точек 2,,, (a). При 
х, близких KZ, (a), правую часть равенства (11) можно представить 
в виде (x — x, («))*/* О (x, a), левую — ввиде (5 + УВ)! (5, В), 
где 0, О — функции класса С°, которые не обращаются в нуль. 
Отсюда следует, что S (xz, a) = C~ (Г) при a >> 0; при a == 0 это 
доказывается непосредственно. Кроме того, 5 (5, a) ЕС (I X У). 
3. Комплексвые точки поворота. В этом случае условия (2), 

(3) сохраняются, а условие (4) заменяется условием 


Ga (0, 0) gx (0, 0) > 0. (14) 
Представление (5) для функции 4 и условия (6) также сохраняются. 
Точки поворота — комплексно сопряженные: 2, (&) = 2; (a). Обо- 
значим их x(a), 2 (а), Imz (а) < 0. 
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С помощью подстановки (7) уравнение (1) приводится к виду 
(8). Как a BO. 2, приходится различать два случая. 

ТИ. Gee (0, 0) > 0. 

ТУ. ах (0, 0) < 0. 

Для функции 5 получим уравнения 


5" (В- 5?) = 9(2, а) (II), 


(15) 
5 (B + S*) = —q(z, a) (IV). 
Рассмотрим случай ПШ; тогда 
8 
}\ УРева- j Уа(, 9) at. (16) 


Ветви корней Иа (t, а), У 2+ В выберем положительными при 
tel; тогда эти корни положительны на отрезках [x (а), z (a)], 


{-i УВ, i i УВ. Поэтому 


о inB Rex(a) 
ar ae ам ат ит ; “. 

\ УВ =-2, \ Vat, dt=iA, АХО. 

-i VB x(a) 
Из условия 5 = — iyB при 2==2 (а) находим 
2 жа) 
вы \ Уа@,2) 44. 

7 м 


Пусть С — простой замкнутый контур в комплексной плоско- 
оти 2, содержащий внутри себя отрезок [z (а), x (&)] и ориентиро- 
ванный положительно. Тогда 


в) = - «фу a az, (17) 


где ветвь корня выбрана так, что 1/4 (z, a) >0 при te С, 
2 > Вез (а). Функция В (a) бесконечно дифференцируема при 
9 = Л, и справедлива формула ‹13). Функция 5 (5х, @) при каж- 
дом фиксированном 2==. голоморфна по «x в комплексной 
окрестности отрезка J и непрерывна по (5, a), что доказывается 
так же, какив п. 2.4. Приз @ Г функция S (х, «) вещественна 
и монотонно возрастает. Это следует из выбора ветвей корней и 
из того, что при $ ЕТ 


5 2 
\ye+pa= § узо а. 


Rex(a) 
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4. Главный член асимитотики решений. Уравнение (1) с по- 
мощью преобразования (7) приводится к виду (8), и поэтому до- 
статочно получить асимптотические формулы для решений приве- 
денного уравнения. Независимую переменную снова обозначим х, 
а В заменим на а? (напомним, что В (a) > 0 при a> 0), где 
a> 0. 

4.1. Случай I. Рассмотрим уравнение 


им (у + 1 (2, ®)у=0 (18) 


на отрезке Г =[—a, a], a> 0, где f — непрерывная по 2, a 
функция. Эталонное уравнение имеет вид 


и" — (= — a?) w=0, (19) 


Ero ФСР образуют функции параболического цилиндра (или 
функции Вебера) U (— а”, x), У (— a, 2) [22]. В обозначениях 
Уиттекера имеем 


О (а, x) = Dar (2), 
У (a, 2) = if (a 4+ +) [sin ла0-а-1/з (2) + О-ва (— 2)]. 


Вронскиан этих = равен 
х W (U,V) = Vln. 
При х -> + co и при a фиксированном 
U (а, 2) ~ хетема, 
V (a, 2) ~ И? заем, 


АР этих решений при 2 — — oo выглядит сложнее [22]. Уравнение 
(18) имеет MCP вида 


и (2, ^, а) = 0 (— №7, хУ^) + О (4-23) | 0 (— %07, УМ |. 
(20) 
Оценки остаточных членов равномерны по 2, a при x ЕР, «= 


= = [0, a), a > 0. Это верно и для последующих оценок. 
4.2. Случай III. Приведенное уравнение имеет вид 


и (+) + еду. (21) 
В этом случае ФСР эталонного уравнения 
и — (= + a?) w =0 (22) 


образуют функции О (a?, x), U (— а?, =). Уравнение (21) имеет 
ФСР вида 


Уз (2, А, а) = U (da, aya) И + О (№. — (23) 
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С точки зрения квантовой механики рассмотренные варианты 
отвечают случаю, когда энергия частицы близка к дну потенциаль- 
ной ямы. Следующие два варианта отвечают случаю, когда энер- 
гия частицы близка к вершине потенциального барьера. 

4.3. Случаи II, IV. Рассмотрим уравнение 


и (5-52) у+ Це, ду=0, (24) 


где функция f (x, w) обладает теми же свойствами, что и в п. 4.1. 
Эталонное уравнение имеет вид 


и (= + a?) w=0 
и имеет DCP 
{W (<, 2), W(a@?, —2)}, {W(— а? 2), W(— а, — 2)}. 


Первая (вторая) из ФСР отвечает a* (— a”). Вронскиан этих 
решений равен 


W (W (a, 2), И (а, — x)) =1. 


При z— +00 имеем 


Waz)= V «(2 -ащ appt 


2 pat Ф 1 
Wu, — =) = V === alnz + + PS )+0 ( PE ) у 
где обозначено 
k= У1 — ene — ext, Ф = arg (1/2 + ia). 
Уравнение (24) имеет DCP [93, 94] 


wire (2, 0, а) = И (+07, —=У№) + с: 
- O( № А [М (+ Аа?, —И^) |, 
Winn (2, ^, а) = И" (Ee, 2h) + 
+0 (423 ША И (- 22, У» |). 


Оценки остаточных членов равномерны по Z, &. 


(25) 


$ 8. Слияние нескольких точек поворота 


1. Характеристический многоугольник. Рассмотрим уравне- 
ние 


ew" — 4 (2, =) ш =0 (1) 


при следующих условиях: 
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1) Функция 4 (2,.=) голоморфна по совокупности переменных 
в области 


В: [2[<т, [8| < а, large] < 6. 
2) При = —0, | arg = | < 6, справедливо AP 


т 


16.9) = 3 4» (2) =”, 


равномерное по 2, |2 | < го, где функции а, (2) голоморфны при 
18| < г. 

3) Yo (2) = 24. (2), йо (0) # 0. Функция йо (2) голоморфна при 
12| <”. 

Точка 2 =0 при т > 1 является точкой поворота. Случай 
п = 1 рассмотрен в $$ 1, 2, случай п = 2 — B§ 7, так что рассмот- 
рим случай > 3. Числа ro, &) предполагаются положительными 
и достаточно малыми. Не ограничивая общности, можно считать, 
что 4 (2, 0) = 2", так как к такому виду можно привести уравнение 
(1) с помощью замены переменной и функции (гл. IT, $ 1; гл. IV, 
$4). Тогда уравнение (1) примет вид 


ew” — [2" + ef (2, e)] ш = 0. 


Точкой поворота 2 (2) уравнения (1) назовем решение уравнения 
4 (2, &) = 0. Если { (2, г) =Е 0, то при = 52 0 имеется п точек по- 
ворота 2 (2),..., 2, (#), которые при e > 0 сливаются в одну точ- 
ку поворота 2 = 0. Их называют вторичными точками поворота. 
Пусть 4, (2) == 0; тогда 
со 


9: (2) = Х Чи", Gym, FO. (2) 


k=m, 
На плоскости с декартовыми координатами X, У отметим точки 
О = (1, —1), Py = ©, п/2), P, = (7/2, m,/2), г=14,2,... 


Если 4, (2) = 0, то точка P, отсутствует. 

Пусть Г — ломаная, соединяющая точки Py, О, вершины Г — 
некоторые из точек P,. Пусть Г выпукла книзу и все точки P, 
лежат на или над Г. Тогда Г называется характеристически много- 
Угольником точки поворота z = 0 [80]. Ломаная Г состоит из од- 
ного или двух звеньев. Возможны три варианта. 

1. Г — отрезок Р.О. В этом случае либо 2m, > п — 2, либо 
4: (2) =0, так что 4(2, ©) = 2" + 224 (2, ©) (уравнения такого 
вида рассматривались в предыдущих параграфах). 

2. oe отрезок P,Q, Ho точка P, = Г. В этом случае ат, = 
=n—2, 

3. Г — ломаная с вершинами Po, Py, О, точка P, лежит ниже 
отрезка РО. В этом случае 2m,<n — 2. 
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Асимптотика решений в окрестности точки 2 =0 в случаях 
2, 3 значительно сложнее, чем в случае 1. ~ 

2. Редукция уравнения (1) в случае, когда Г — отрезок [33]. 

2.1. Редукция в полной окрестности точ- 
ки поворота. Заменим уравнение (1) эквивалентной сис- 


темой 
‚РЯ aa 
ey — [1,5 в] is = || з (3) 
Пусть выполнено условие: при z—> 0 
4: (2) =O OY"), п нечетно, 
4, (2) = O (2), п четно. 


Тогда существует матрица-функция 7 (2, =) такая, что преобразо- 
у у. рица-фу: , 
вание 


и =Т (2, e)v (4) 
приводит систему (3) к виду 
0 i 
ev'=] п ke Ей 6. (5) 
2-е УВ, (+) "7 0 
j=2 


Матрица Т (5, =) голоморфна по 2, = в области D (см. условие 
1)) и разлагается в АР 


© 


Т (в, в) = УТ, (2) 8”, в-0, large|<O, (6) 


r=0 


равномерно по 2, |2| <г, причем det То (2) = 41. Функции 


В; (=) голоморфны при |8 | <, | arge | 30, и разлагаются 
в этом секторе в АР 


В; (е) = р Bue", =>0. 


Система (5) эквивалентна уравнению 
n 
ew" — [м -ё >) В, (2) 2] W=0, (7) 
i= 


в котором коэффициент при И’ — полином от 2 степени и. 

Takum образом, исследование асимптотики решений уравнения 
(1) в окрестности точки поворота 2 = 0 приводит к необходимости 
исследовать решения уравнения вида 


и — 0 (2 =0, о =г а"... На». 


Условия на функцию 4, (2) эквивалентны тому, что характеристи- 
ческий многоугольник Г состоит из одного отрезка. 
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2.2. Редукция уравнения (1) в секторе. 
Пусть при z— 0 


4ь (2) = O (20711), п нечетно, 
qi (2) = O (22), п четпо. 


Заметим, что ебли и четно, 0,1 (2) = 40279 + ..., то Г состоит 
из двух отрезков. Пусть 5 > 0 достаточно мало, область D та же, 
что и ви. 1, 0, = (т + 2) 5/4. Тогда существует преобразование 
(4), приводящее систему (3) к виду (5) и обладающее теми же свой- 
ствами. Различие состоит только в том, что редукция осуществля- 
ется при 2, лежащих в секторе 


7 2k. 3. 
sire = gee t OR ares = ep Sey 


где К — фиксированное целое число. 
3. Асимптотика решений в случае, когда Г состоит из одного 
звена [89]. В этом случае уравнение (1) имеет вид 


ew" + [2 + eq, (2) + eG. (в, el ш = 0, (8) 


rye либо 4, (0) 40, 2m > n — 2, либо 4, (2) = 0. 
Окрестность |z| <r точки поворота разбивается на две об- 
ласти: внешнюю 


Де: с, GA) < |1 | < г 
‚и внутреннюю 
Dy |2| < ea, 


где с1, с, — положительные постоянные, не зависящие OT &, ис 
достаточно мала. В этих областях строятся АР решений, которые 
называются соответственно внешним и внутренним разложениями 
(или решениями). Внешнее разложение есть попросту модифика- 
ция ВКБ-приближения (гл. И, $ 3). Внутреннее разложение выра- 
жается через решения эталонного уравнения 


2 


ew” — zw = 0, 


т. е. через бесселевы функции ($ 3). Так как пересечение D; Г] О. 
непусто, то в этой области пригодны оба АР, что позволяет сра- 
стить (или сшить) их и получить асимптотику ФСР уравнения (1) 
в полной окрестности точки поворота. На самом деле ситуация 
несколько сложнее, так как области D, и О; приходится разби- 
вать на секторы, в каждом из которых строится асимптотика соот- 
ветствующей ФСР, и находить формулы связи между ними. 

3.1. Внешнее разложение. Сделаем преобразова- 


ние 
w 1 1 и 
Вы = [лв = | № , 2=0. 
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Тогда получим систему 


а — B Cou, 


В(5, =) = 2 B; (Olga Dey. 


Заметим, что р = {742 — 0, если | z | > e'/(™2)-%, и > 0, так 
что ФАР решения и ищется в виде ряда по степеням р. Имеем 


1-24 0 1-й (5) —п/2 — iby(E) + n/2 
Во [о |" В = | шие вене] 
=i) 007 
BO=[ вю во | >> 


где 6; (5) — ряды по степеням 5. В частности, 

ча Ра. ии" +...» п четво, 
1 ee +E Wom ae ... п нечетно, 
тде Ат = п/2 + т— 1, koma = (n — 1)/2+m—1. 


Пусть D; = S; (| De, где 5» — сектор 


2(k—4 2(k +1) 
лава < FEED a, 


n+2 
Уравнение (9) имеет ФМ 


1 4 г. . 
=r lea ла] + YT let + Ra Gee] X 
; 7=0 
Х exp {(=5-"—2)-1 Ao ++ Au}, (9) 
где обозначено 


2 if 
Ay=— 


07 а 07 
ate io —1)7 А1=90 | 04|, 


: (10) 
tb, (t) dt. 


clare 


asi 


Для остаточного члена в области D, справедлива оценка 
| Bm (5, 8) | < em (#5"”*). (11) 


При p—oco внешнее разложение совпадает со стандартным 
ВКБ-разложением (гл. И, $ 3), матрицы U; (5) определяются из 
рекуррентных соотношений. В этих формулах 2? > 0, а“ > 0 


при 2 > 0. 
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3.2. Внутреннее разложение. Во внутренней 
области О; уравнение (1) можно рассматривать как возмущение 
уравнения ew" -|- 272 = 0, решения которого выражаются через 
бесселевы функции. Сделаем преобразование 


: 0 
=, м = if ” р, p= ents), 


тогда получим систему 
dv 0 1 
а Lap (3, 6) ol? 
(12) 
HZ, 5) = Х cj @ р”. 
=I 


Новую переменную 2 принято называть внутренней переменной. 
Будем искать ФАР в виде 


д ;(2) 0"; 
тогда для и; получим рекуррентную систему уравнений 


i 
мины нь, 1945 
= (13) 
0 1 0 0 
сено = [а o|- 


Будем рассматривать уравнение (13) как матричное, т. е. © есть 
(2х 2)-матрица. Первое из уравнений (13) имеет ФМ 


оо AD (Е) H®) (Е) 
г (2) = , 
oth [ о, Ре] 


2 
g(r $2)/20 у — 
5 n+2 ss pe па ° 


Решения следующих уравнений находятся с помощью метода 
вариации постоянных. При подходящем выборе контуров инте- 
грирования получаем 

1 © 0 
›. (2) = UNV 5 (& Ш 


в ®-У ор {+= = = —=+)} к 


(15) 
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Все последующие асимптотические разложения и оценки спра- 
ведливы в области.О, (2) = Di [|] So. Уравнение (9) имеет ФМ 
вида 


_ м. 7 Sos 
Yo) =| onl Yi @e! + Oly), |2|<ao, 


j=0 
(16) 
ee 1 0 но 
Ув (2, р) =|) м 5 р 2» х 
т 
х | Ves @erpy ++ oetoymiy | HO], 8] a0 
J=0 ы 


Здесь w; (2) = Z4V, (Z), матрицы-функции w, (2) ограничены при 
12| 2% и & > 0 при 2 > 0. Для матриц У, (&) справедливы сле- 
дующие АР при §-> 0: 

А. п четно. Тогда 


У, (8 = 0, 2n—1<n+2, 


Vom (§) == ата) 3 Vom, =, 2m<n+2, 


VQ) = BO [Ио + 5 Ут], Ав 2. 
£ 


1} частпости, 


Г. (8) (EY ante ® о 0 2+ OE}. 


Б. п нечетно. Тогда 
уч УЕ, hn $2, 
2—0 


Vi) SEH [Ую-- ХМ УЕ ng], n+ 2. 
iA 
В частности, 


о nareonrsel|-j ©] +007. 


3.3. Формулы связи. Имеем 
Wy (2, =) = Wo (2, 6) Qo (5). 
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Матрица связи имеет вид 


су кух 


Гехр { (7 +=) 0 
x ; wa hs eames + 0О(®)\, (17) 


Эта формула позволяет найти значение внешнего разложения 
в точке поворота 2 = 0. Имеем 


7440, [ OH + art OF) 2 (p}, почетно, 
0°) = ty, (OL + Bp? ОФ), п почетно, 
ig’ 
i 0 
" Г(1— у) эту Е. Е 
v9 (0) == ) sin ул ть эр [== pe о 
0 | 2 } Г (у) sin-v J 


где А, В — постоянные матрицы, v = 1/(п + 2). 

Аналогичные внутренние ФСР в областях D, (2) Г] Dy и фор- 
мулы связи получены в [89]. 

А. Асимптотика решений в случае, когда Г состоит из двух 
звеньев [90]. В этом случае окрестность точки поворота 2 = 0 
приходится разбивать на несколько зон. Ограничимся при- 
мером [99] 

в?” — ("9 —e)w=0, ns. (18) 


4.1. Внешнее разложение. Buemnaa область D, — 
кольцо 
Mev" < [8 |<", 
где М > 0 — достаточно большое число, внелшее разложение для 
ФМ И’ уравнения (18) имеет вид 


nih 0 ron д 
и, =", pou] Me) x 


о ae AT, 1 ji 04 
| +2) /2 4 (2—n)/2 
x вр | > ne Bera) re о —1 р 


Я (е.*) = [1 = +06). (19) 
Область О. покрывается областями Дек, k= 0, 1, ..., n+ 4, 
каждая из которых содержится в секторе 
5 — n+ 2nk is 3a + 2atke 
Greys: Ра Sarg? <a 6 


Me™ < || < к, 
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и устроена следующим образом. Пусть Су» — образ области 
Gis3 при отображении & = 2(42)/2, так что 
л 1-2 = es ae STE 2 
i ео 8 <arge + кф 5, 
Ce = pl(nte)/2 


Пусть De. к С Gi43 — такая область, что каждую точку ce 
Е: Б.,к можно соединить с точкой — Cy кривой, вдоль которой 
Веб не убывает, и с точкой Cy кривой, вдоль которой Веб 
не возрастает. Область De, — прообраз области Бе, к. В частно- 
сти, если К =0, то G3 — сектор 


моем" |, — 4+ 8<argg<t 


— 5. 
Проведем касательные к окружности С: | € | = Ме” вниз 
до пересечения с граничными лучами сектора С зи удалим из Gy 
две малые области, вырезаемые этими касательными; тогда полу- 
чим область D,, з. В каждой из областей О, существует ФМ И’, (2, =) 
вида (19). Для матрицы Й можно получить АР по стененям =. 

4.2. Внутреннее разложение. Сделаем замену 
переменной 


8 = в р = e(7-2)/(2n), ` (20) 
тогда уравнение (18) примет вид 


du 7 es р 
Pe (elu 0. (24) 


В качестве внутренней области О, возьмем круг |t|< M (т.е 
|2 | < Me™), из которого удалены малые фиксированные окрест- 
ности всех точек поворота &, = exp {2лй/п}, k=0, 1, ... 

+, n— 4. Эти точки называют вторичными точками поворота. 

Эталонное уравнение (21) не интегрируется, в отличие от рас- 
смотренного в п. 3 случая, но асимитотику его MCP при p> 0 
можно получить всюду в области Д. с помощью методов, изложен- 
ных в гл. ПТ, § 3. Из каждой точки поворота выходят по три ЛС, 
разбивающие плоскость # на области типа полуплоскости (их ров- 
но п + 2) и области типа полосы. Построим асимптотику одной из 
внутренних ФМ. | 

Из точки поворота # = 1 выходят две ЛС 4, 1, = 7, Imt>0 
при { ЕД, с асимптотами arg # = = л/(п + 2). Опи ограничивают 
область D, типа полуплоскости, содержащую полуось (1, + оо). 
При п нечетном третья ЛС 1, есть полуось (— oo, 1], при 
п четном есть отрезок [—1, 1]. КЛС 1, примыкает область D, типа 
полосы, к области D, — область D, типа полуплоскости такая, 
что одна из ее граничных ЛС 1, имеет ту же асимптоту arg t= 
= л/(п + 2), что и линия |. 
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Положим 
Do=D,Uh UD, U ls U Ds, 


область Dy — каноническая (гл. ПТ, $ 3, п. 2.1). Удалим из Dy 
малые окрестности граничных ЛС и полученную область обозна- 
чим Ду. Пусть ФСР определяется заданием (1, 1:1, Do); тогда урав- 
нение (18) имеет ФМ вида 

1—1 


a ai pa + 0 ~, ‚0-15 0 
И: (рей [ 0 в ивр я Яр 6 os)? 


Обозначим W, (2, =) внешнюю ФМ, отвечающую области D,,3 
(п. 4.1); тогда 


Wi (t, 9) = Welz, =) Q (©). 
‘Tak как матрица перехода Q (=) не зависит от Z, то в этой формуле 


можно взять любое z ЕД, [| О. и заменить ФМ И’;, W, их асим- 
птотиками (19), (22). Положим 


to = арт! т), ty = арии), |1%|=1, 


так что Е D,,3; тогда 


to 
1 2 (242)/2 4 р 4 — 
e n+2 ay + Woo a" — Г] Ур 4 = 
1 


== cpt + О (р® +2)/(2(n—2))), 


Для матрицы связи © (=) справедлива асимптотическая формула 
п ср-1 
р —— xi é 0 
бе в “ал +- own} 0 а $ 


где с, — постоянная. 
В работе [100] подробно исследовано уравнение 


=” — (25 — 22) ш = 0. 


ГЛАВАУ 
УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ n-ro НОРЯДКА 


В этой главе рассматриваются скалярные уравнения 
y™ + hg, (a, у... + № (ey = 0 
п системы 
y = ЛА (2, Ay, Ао. 


Приведены асимптотические формулы для решений на конечном 
интервале, на полуоси и в комплексной плоскости 2. 


$ 1. Уравнения и системы на конечном интервале 


1. Уравнение 7-го порядка. Рассмотрим уравнение 
n 
ly =y +- У Mag (a) yo = 0 (4) 
ke 


на отрезке J = [a,b]. Здесь 4 > 0 — болыной параметр, коэффи- 
циенты 4; (2) комплокснозначные и все 4, (x) <= С® (ТГ). Асимито- 
тика решений уравнения (1) при А -+ + co в простейшем случае 
выражается через корни характеристического уравнения 

1—1 


L(a, р) =p" + 2 gi, (2) р"—* = 0. (2) 


Функция 1 (x, р} называется А-символом оператора 1. Заметим, что 
уравнение (1) можно записать в виде 


L(z, AD) у=0, D = 4/4. 
1.1. Формальные асимптотические peme- 
ния. Будем искать ФАР уравнения (1) в виде 
y= 8) У Ха, (2). (3) 
i=0 


5 
Подставим этот ряд в (1), сократим на e* ® и приравняем нулю 
коэффициенты при степенях A+, ‘Тогда получим рекуррентную 
систему уравнений для неизвестных функций S (x), ау (т), а; (2). 
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Выпишем первые два уравнения; Применяя формулу Лейбница 


ид в) = У - D4 AY Иа, P) Inv 8 (2), 


9=0 
получаем 
Иа (2) ebS(2] == oF [ Ц, 5' (2) 2) + 
I (ly (ey 8! (@)) a5) + (5 (a) 8” (0) a0 (2) | +O). (4) 


Для функции 5’ (т) получаем уравнение I (xz, S’ (2)) = 0, т. е. 
5‘ (2) — корень  характеристического уравнения (2). Пусть 
р; (2) — один из корней этого уравнения. Полагая 5” (x) = 
= р, (т), получаем 
х 
S(a) = pjit)dt, mel. 


Xo 


Функция а, (x) определяется из уравнения 
@ 1 
ь (т, р; (X}) аз (=) + р (т, DP; (2)) @ (x) = 0, 


и окончательно получаем ФАР вида 
У; (т, = Fj (x, №; xo) [1 + ОМУ 


x x 
#4 (t, p; (t)) 
поры. 


Мы ограничились вычислением функций S (x), а (x). Этим же 
методом можно получить остальные коэффициенты а, (x), а, (2),... 
ряда (3). Но формулы для них оказываются громоздкими, 
и поэтому в приложениях используется, как правило, только 
тлавный член асимптотики. 

1.2. Достаточные условия существования 
асимптотики решений. Если при д = 20 характери- 
стическое уравнение (2) имеет кратный корень, то 2, называется 
точкой поворота уравнения (1). Точки поворота определяются 
исключением р из системы 


L(z, = 0, Ба, p).=0. (6) 


Пусть р: (x), ..., Pn (2) — корни уравнения (2). Введем ус- 
ловия: 
4) Уравнение (1) не имеет точек поворота при 2 ЕЕ Г, т. е. 


р; (2) == рь (>), JRA PET. 
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2) Разности Ве (р; (x) — р» (2)) не меняют знак при } фикси- 


рованном, хД, k=1, ..., п. 
Если условие 1) выполнено, то ру (1) = С® (Г), К =1, 
se 9, He 
Уравнение (1) имеет решение вида 
N-1 
Vi =I; (% As allt + У ан) +0], А. 
k=l 


(7) 


Здесь N > 1 — любое, все аз, (2) = С® (Г), оценка остаточного 
члена равномерна по ze 7. 

Асимитотическую формулу (7) можно дифференцировать по x 
и по A любое число раз, с сохранением равномерной по x оценки 
остаточного члена. В частности, для главного члена асимптотики 
имеем 


у (т, №) ~ ADT (@) 9 (®, №; 0), А + о, 


равномерно по Е Г. 

Если условие 2) выполнено при всех ], то решения вида (7) 
образуют ФСР уравнения (1). Причины, по которым возникают 
условия 1), 2), уже обсуждались в гл. II, $ 7. 

Главный член асимптотики 7; можно записать иначе. Исполь- 
зуя тождества (здесь р =p (2)) 


р)= р’ (x) 1, р (a, р) + 1ь= (т, р), 


bp’ (x), (т, P) d Le (2, P) 
Tt P) a TB) : 


получаем из (5) 


7; (2, 5 хо) = 


( 1 1... 2,0) 
= [Lp (x, pj (2) 12 exp {ah as а 6,20) т г tH) 4). 


Можно также представить 7; в виде 
x 


№ xn у. р, (t dt 
ates Sapien [ро sf Pj ТО ee | ®) 
Xe 


Xo k=l 


тдо штрих означает, что й 4 j. 
Примеры 1. Рассмотрим двучленное уравнение 


у" — 2%q (2) у = 0. 


Оно не имеет точек поворота, если 4 (2) == 0,2 & Г. Пусть 4" (2)— 
фиксированная ветвь корня и @.:, ..., ®, — все различные 


8 М. В. Федорюк 
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ыы 
значения У1. Асимптотика ФСР имеет вид 
x 


yj (2, №) арт exp о, ар at} 


хо 


при условии: все разности Ве [(®; — @,) g'/" (5)] не меняют знак 
при «EJ. Если функция а (xr) вещественна, то это условие вы- 
полняется. 

2. Рассмотрим «биквадратное» уравнение 


У — 20a (2) у" + Mb (2) y = 0. 
Корни характеристического уравнения равны 
р; (1) = +. Va@)+D@s D@)= € @) 00). 
Точки поворота — корни одного из уравнений 
Ь (2) = 0, D(z) = 0. 


Из (7) находим асимптотику ФСР 


у, (2, №) ~ pj" (a) О-1 (x) exp {a \ р —-- \ p; (t) D™? (t) at} . 


Замечание. Для построения конечного числа членов 
асимптотическото разложения решения достаточно конечной глад- 
кости коэффициентов уравнения (1). Например, решение вида (7) 
при М > 1 фиксированном сущёствует, если все 4; (2) = САН (1). 
Далее, при условиях 1), 2) существует решение уравнения (1), 
которое разлагается в асимптотический ряд 


Yj (т, ^) =, (a, № ао) [1 -++ 2 Аа, (2)| ‚ Ао. 


Однако построение такого решения неконструктивно (см. гл. IT, $ 3\. 

1.3. Сведбние уравнения (1) к системе. 
Другой метод построения ФАР уравнения (1) состоит в следующем. 
Вначале уравнение стандартным способом сводится к системе 
первого порядка. Затем полученная система преобразуется к почти 
диагональному виду 


a! = ПА, (2) + Ay () +... FIM MAY (2) + 0 м, 
где Aj (т) — диагональные матрицы. Отбрасывая О (4~%), полу- 
чаем распадающуюся систему, которая интегрируется; тем самым 


получаем ФАР. 
Приведем явные формулы для случая N = 1. Замена 


уу, Y= May о Una = Mme 
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сводит уравнение (1) к системе первого порядка 


0 4 0 Во 6” 
и | 0 0 1 а 0 
= |... |, Аа = еее еее a 
eI я 0 0 0 м 9 | (10) 
iy — быль 9 ee 9 


Матрица A (x) имеет собственные значения р) (2) и собственные 
векторы (1, р; (2),..., Py? (1))т, 1 Sj <n. Матрица 
Te 1 1 Фив я 


приводит матрицу А (2) к диагональному виду, т. е. 
Ту (ФА (@) To (2) = Ao (7) = diag (р, @), +. Dn (@). 
Подстановка у = че (2) 2 приводит систему (10) к виду 


| Ао 15!) AL oe) | 5, ии 


т. е. диагонализует систему (10) с точностью до О (1). Имеем 


= аТь (2) р; (2) ‘pe (=, р;(=)) ay 
(TOR = р) =P) 


(Fo (=) а } Py — (x) - a mod Red: 
Сделаем преобразование 2 = (J | A'T,)w, т. е. 
у = To (a) UT, аи; (13) 
тогда получим систему 
w= (Г АГ, ти 


То 


ит ~ 
AEE ke AIT yt ST ae, (4) 
Матрица этой системы равна 


-1 aT. ‘ > 
Ado + [Аь Ps] — To'-Z2} + 0079, | 
где [Ag, Г] = ЛоГ, — Т, Ло (коммутатор матриц Ло, Т:). Выбе- 
рем матрицу Т, так, чтобы матрица в фигурных скобках была 
диагональной: 


ry dT, 
[Ao Ta] — To = 


8* 
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Этот выбор неоднозначен, так как диагональные элементы матри- 
цы [Ay, 7] равны нулю. Для определенности положим 


ИЕ aE 
(7)з=0, (Тув= (Pi — Prd) (ro =P et (15) 


тогда для ш получим систему 
w! = [Ло (2) + Л, (2) + О 0] и. 

Здесь Л, (2) = diag (рб (2), ..., р® (22). функции ps? (2) ука- 

заны в (12). Отбрасывая О (/`!), получаем распадающуюся систему, 

решения которой равны 


wy (т, &) = сх, A; 20), 15 Е «п. 


Полагая с. =O при kj, cy= 1 и учитывая, что у = 
= То (2) ПИ-+О ("| ш, получаем ФАР у; (x, ^) уравнения (1). 
Можно сделать преобразование вида 


y= АФИНА, (2) +... РАМТ Wz 


и выбрать матрицы 7, (5),..., Гм (2) так, чтобы матрица полу- 
ченной системы была диагональной с точностью до О (^-\). 

Этот метод построения асимптотики решений выглядит более 
сложным, чем приведенный в п. 1.1. Однако он имеет ряд пре- 
имуществ. Прежде всего, этот метод пригоден и для систем перво- 
го порядка. Далее, им удобно пользоваться при доказательстве 
асимптотических формул (см. $ 4). Наконец, даже простейшее пре- 
образование у = Ту (1) 2 полезно при численных расчетах. 

1.4. Дополнительные параметры и комп- 
лексные i. Рассмотрим уравнение 


в 
у + У Ма, (т, шуй = 0, (16) 
К 


где р — параметр, № ЕД. Пусть рл (х, №),..., Pn (©, и) — корни 
характеристического уравнения 


в 
Из, р, = "+ № (x, p) pu! = 0. (17) 


Введем условия, аналогичные 1), 2) п. 1.1: 

1) |p) (в, в) — Pe (в, в) |268 > 0 при те Г, ВЕД и всех 
АЕ, 734k, где 6 не зависит от 2, п. 

2) Разности Ве (р; (т, в) — р, (2, »)) не меняют знак при} 
фиксированном, (5х, р) El xD, Ё=1, ..., п. 

Параметр и может быть вещественным или комплексным. 

А. р — вещественный параметр, D — интервал вещественной 
оси. 

В этом случае предполагается, что а, (2, р) = Cx (Гхр) 
при всех К. 
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Б. р — комплексный параметр, D — область на комплексной 
плоскости. 

В этом случае предполагается, что 4, (1, и) eC» (I x D) 
и функция 49, (7, и) голоморфна по № в области D при каждом фик- 
сированном ХЕГ u при всех А. 

Тогда уравнение (16) имеет решение у; (х, 4, в) вида (5) (в этой 
формуле следует, конечно, заменить р; (x) на р; (2, и) и L(x, р) 
на 1 (x, р, и)). Оценка остаточного члена равномерна по (х, №) = 
Е ГХ D, и формулу (5) можно дифференцировать по х, А, в 
л10бое число раз, с сохранением равномерной по х, и оценки оста- 
точного члена. Коэффициенты ay, (7, и} разложения (5) удовле- 
творяют тем же условиям, что и коэффициенты уравнения (16) 
(см. А, Б). 

В случае Б решение у; (x, 2, и) голоморфно по | в области D 
при любых фиксированных = Г, ло S> 1. Все эти утвержде- 
ния переносятся на тот случай, когда коэффициенты уравнения 
зависят от нескольких параметров: и == (и, ..., Иж). 

Вернемся к уравневию (1). Пусть D — неограниченная область 
комплексной плоскости Ли |^| > № >0 вр. Как правило, 
в качестве D берется сектор вида | | >> №, @ < prga < В. Пусть 
условия 1), 2) выполнены для функций Ap, (2),..., Ар» (1) при 
всех ЛЕД. Тогда условие 1) не меняется, а условие 2) принимает 
другой вид. 

Разности Ве [A (р; (2) — р» (x))] не меняют знак при } фикси-. 
рованном, & =4,..., п, (5, Л ЕГх р. 

Уравнение (1) имеет решение у; (x, 4), для которого асимпто- 
тическая формула (5) справедлива при |’ |-> oo, ЛЕД, равно- 
мерно по 2 <= Г. Это решение является голоморфной функцией ^, 
в области D при каждом фиксированном 2 Е Г. 

Примеры. 1. Пусть 4 (x) > 0, 2 & /. Тогда при 4-> -+ 00 
уравнение 


y™ — 2" g (ey = 0 


имеет решение у, такое, что 
х 


(2, ^) ~ МАНА exp {аа} 
Xo 


(см. пример 1 п. 1.2). Здесь ди" (2) > 0. Выясним, в каком секторе 
вида 0 < ато ^. < а, |i | > №1, эта асимптотика остается спра- 
ведливой. Условие применимости асимптотики таково: разно- 
сти Ве (ec? (1 — в,)) не меняют знак. Здесь ф == args, ©; 
== oxp {2nki/n}. Соединим точку ®, = 1 отрезками со всеми точ- 
ками ©. При повороте вокруг точки ®о на угол ф < 2л/п все раз- 
ности сохраняют знак. При повороте на угол, чуть больший, чем 
2л/п, меняет знак разность Re le’? (1 — ®,_1)]. Поэтому асимп- 
тотическая формула справедлива при |^ |->, OS а ^ < 
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< 2л/п. Можно показать, что в большем секторе эта формула 
перестает быть справедливой. 

2. Пусть все корни характеристического уравнения (2) — 
чисто мнимые: р; (2) = ip; (2) и различны при z = Г. Тогда усло- 
вие 2) выполняется при любом } и уравнение (1) имеет ФСР вида 
(5), которые быстро осциллируют при #.-> + ©. 

Если 0 < ме А <a, то все разности Ве [A (р; (x) — px (2), 
1<j,k<n, не меняют знак и уравнение (1) имеет PCP 


{yi (т, A), ..., и (, ^)}, для которой асимптотика (5) справедлива 
при |^ | > оо, Вел >> 0. Аналогично, уравнение (1) имеет ФОР 
{yi (2, ^),.... Ya (@, ^)} с такой же асимитотикой, но при | A | > 


— со, Вей < 0. Эти две MCP, вообще говоря, различны. 
Во многих задачах встречаются уравнения вида 


n 
yO + У Aga (es At) yO =O, (18) 
kel 


где коэффициенты 4, (x, A) — полиномы от A или разлагаются 
в асимптотические ряды по степеням A+. Это уравнение вида (15), 
тде в = a, и к нему можно применить приведенные выше резуль- 
таты. Характеристическое уравнение имеет вид 


n 
P+ У 4 (т, 0) pre 0. (19) 
Kea 
Уравнение (18) можно исследовать так. Коэффициенты урав- 
нения разлагаются в АР: 


х 


Qn (ZA) = У тут (5). 


т-=0 


ФАР ищется в виде (3) и далее повторяется процедура, описанная 
ви. 4.4. При этом функция S’ (x) должна быть корнем характери- 
стического уравнения 


п 
BY + Bi Gu (2,0) pr-*§ =0, 


несколько отличного от (19). Этот метод приводит к АР вида (5); 
первый же метод приводит к АР вида 
х N-1 


y; (xd) = exp {aS р; 97) а} > ay, (0, AA + 00-м. 
Xo =0 


Все входящие в эту формулу функции разлагаются в AP по сте- 
пеням 47!; если их разложить и собрать вместе все члены, содер- 
жащие одинаковые степени А/!, то получится АР вида (5). 
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2: Уравнения самосопряженного вида. 
24. Уравнения четного порядка. Рассмотрим 
уравнение 
п т 


а а 
= 4)" ы у | 
я (got) Sr) 4 


gat gly М 4 р да 
+ (— 1142 ЕЕ (a ar) bee. | ^28 4, (Р)у=0 (20) 
на отрезке / = [a, 6]. Здесь ^, > 0 — большой параметр, коэффи- 
циенты 4, (x) комилекснозначны и все 4, (5) = C~ (Г). Предпо- 
лагается также, что 4, (2) 4 0 при x = Г. Если все коэффициенты 
dy (т) вещественны и у (x), 2 (2) == CP (Г), то справедливо тожде- 
ство Лагранжа 

h 


Rote 


ly зах ==) ИЕ ах. 


а 


Это означает, что дифференциальный оператор Г с областью 
определения D (Г) = Cy (7), действующий по формуле Ly = ly, 
является симметричным. 
Уравнение (20) — частный случай уравнения (16). Но ввиду 
его специального вида удобнее исследовать его непосредственно. 
Назовем уравнение 


1 (x, р) == 9 (2) р" — 4, (2) р"... + (— а, (®) =0 (24) 


характеристическим. Пусть р. (2), ..., Pen (2) — корни характе- 
ристического уравнения. Введем обозначение 


x 


бо (2, 25 то) = LL, (x, pj (ау exp {04 p(t) at}. (22) 


Xo 


Пусть выполнены условия 1), 2) п. 1.1. Тогда уравнение (20) 
имеет решение вида 
N-1 


уе, №) = Тк, ао +S) Жар, (а) + 0], (23) 


Kua 


где N > 1 — любое. Заметим, что эта формула проще формулы 
(5). 

Все, что сказано в п. 1 относительно решений уравнения (1), 
справедливо для решений уравнения (20): возможность дифферен- 
цирования асимптотики, асимптотика при комплексных ^, асим- 
птотика решений в случае, когда коэффициенты уравнения зави- 
CAT от параметра, ит. д. Различие состоит лишь в том, что уравне- 
ние (20) удобнее по-другому сводить к системе первого порядка. 
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Положим 
и=у, ия, oer = ns 
Yn = ao" (©) Уаз Yrit == № (G1 (©) Ym — Ynse)s (24) 
на = А (@ (2) Yat — Уна), oy Yan = А (6) У 


Функции у, (2) при А =1 называются квазипроизводными 
и обозначаются У (x), так что у; = МУ. 

Подстановка (24) сводит уравнение (20) к системе первого 
порядка 


y =АА (2) у, 
го 1. oF 
: 2 
о git -й 
A(z) = m 0 —1 , =| № |. (25) 
. —1 Yon 
4 0 


В матрице А (x) элемент 4“ (2) расположен на пересечении и-й 
строки и (п + 1)-го столбца; все неуказанные элементы равны 
нулю. Заметим, что матрица А (x) не содержит производных OT 


функций go (5), ..., Gn (2); при обычном способе сведбния урав- 
нения к системе (см. п. 1.3) матрица системы содержала бы такие 
производные. 


Диагонализуем систему (25), с точностью до О (44), тем же 
методом, что и в п. 1.3. Собственные значения матрицы Ту (2) 
равны р, (2), ..., Pen (x). Матрица To ie с элементами 


(Tein = DE? ‚ (Ток = Pi р 3 та т-арЁ", 
ma 


mei<ijqn,1<¢k < 2n, приводит матрицу A (x) к диагональ- 
ному виду. В uaen es обратной матрицы равны 
К 


(То )у,п-к = (— 17 ie (lp (х, Ру" №, (—1)" km PFs 

O<ck<en—-i|, 
(Pos ne = (ру yp (@ pit, Aka, 151528. 
Далее, 


1 4%) 1 a 
(г da hy =o Gp Ly (@, ру, 


(26) 
n 
-1 aT, eae т” ый я 
(ти) = (ру— Pa 1G (Pd) У (=) ain (Piva, ей. 


т=0 
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“Построим матрицу 7’ (2) по формуле (15); тогда иреобразование 
(13) приведет систему (24) к виду 
= [А Ло -- Л, + О (A) ш. 
Здесь 
Ло (2) = diag (р (7), ..., Pon (2), 
А: («= — diag (т п у). 
Если отбросить О (471), то полученную систему можно проинте- 
грировать и мы получим 
wy = с (1, 4; 10). 
Тем самым построено ФАР вида (23). 
Примеры 1. Рассмотрим двучленное уравнение 
(—1)" (р @) у) + "4 (@) y = 0. 
Пусть р (x) = 0, 4 (x) 52 0, x ET. Тогда уравнение (20) не имеет 
точек поворота. Имеем 
L(x, р) = р (т) p** + (—1)" 4 (2), Ц @ р) = 2пр (е) рт, 


9 (=). 
усн +. О ey, P(z)’ 


где для корня soa все возможные значения. При условии 2) 
из п. 1.4 существует ФСР вида 


yj (а, A) ~ pe (+ р oy к ie фены ati) att 
ae a qt) ) ? pay OS" 


Xo 


Если р (x), 4 (x) вещественны, то условие 2) выполняется. 
2. Рассмотрим уравнение четвертого порядка самосопряжен- 
ного вида 
(Go (2) у") — 2 (qu (2) у)’ ма, (ву = 0, 
где dy (2) 4 0. Имеем 
(т, р) = % (2) р* — 4 (2) р* +m (2), 
Ly (в, р) = Ado (в) p® — 24, (2) р 
Исключая р из системы Г = 0, [, = 0, получаем, что точки пово- 
рота являются корнями одного из уравнений 
q(t) =0, 41 (2) — Ago (2) 9» (=) = 0. 
Корни характеристического уравнения равны 


р®=-У wo 9 --У28), 
ре = ab (2) — 44 (2) a (2) 
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Если 4» (2) 52 0, D(x) 0, «EJ, и выполнено условие 2), то 
существует DCP вида 
х 
yj (т, №) ~ pj” (2) DV! (2) exp {a§ РИ at} ; 
Xo 
2.2. Уравнения нечетного порядка. Pac- 
смотрим уравнение 
п 
а $ 
ty == У 1)" 220014 | (gig (ey) + 


Ко 
+($)Grn@ye]s0 9) 


на отрезке / при тех же условиях на коэффициенты, что и вп, 2.1. 
Предполагается также, что Чиа (2) 52 0, х = Г. Если все коэффи- 
циенты уравнения (27) вещественны, то оператор L © областью 
определения Д (Г) = CP (Г), действующий по формуле Ly == ly» 
симметричен. Уравнение 


п 


L(x, р) = 2 (Пина (x) рен -- дай] =O (28) 
= 
называется характеристическим. Введем обозначения 


Е.И 
PP (2) = — > Ш ра), 2) +- 


+ БФ, Y\(— 1)" dias @) PF @. 9) 
=] 


x & 
Яр (x, 2520) = exp {№ \ ру +} pat}, 
Xo Xo 
где р, (7), ..., Рэпа (2) — корни уравнения (28). 


Пусть выполнены условия 1), 2) из п. 1.1 Тогда уравнение (27) 
имеет решение 


№ з 
из = ем) + Хан) +OU—)], (80) 


где N > 1 — любое, a;, (1) Е С®`(Г), оценка остаточного члена 
pastomepaa по x= Г. Все, что сказано в п. 1 относительно реше- 
ний уравнения (1), справедливо для решений уравнения (27). 

Пример. Пусть п =1, 49, (2) == 1; тогда уравнение (27) 
и Е уравнение имеют вид 


m 42 (2g: фу+афи=о, 
1 (5, vee р" — 24: (x) p — qi (т) = 0. 
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Главный член асимптотики решения И; равен 


| P; (2) 
3 (x, 4) = —______,—__ x 
Bale и Za (в) By (2) +34, (2) 


Х exp [ №2 (t) dt — 


Xo Xo 


POG) ) 
4 (2) р; (6) +39 


= ори +O). 


$ 2. Системы ypasueunii на конечном интервале 


1. Система уравнений первого порядка. Рассмотрим систему 
из п уравнений 


А (x) у’ = AB (Ру (1) 


на отрезке J = [a, 6]. Здесь A > 0 — большой параметр, A (2), 
В (2) — матрицы порядка и X и, элементы которых — комплекс- 
нозначные функции класса С® (Г). Предполагается, что матрица 
А (x) невырождена, т. е. 


det A (2) 5-0, rel. 
Системе (1) отвечает характеристическое уравнение 
det | В (x) — РА (2) | = 0. (2) 


Точка хо называется точкой поворота системы (1), если уравнение 
(2) при x = <, имеет кратный корень. В этом параграфе предпо- 
лагается, что система (1) не имеет точек поворота при ЕЕ Г, 
т. е. корни р, (7), ..., Pn (2) характеристического уравнения 
различны при всех ХЕ Г 

1.1. Некоторые сведения из линейной ал- 
гебры. Пусть А, В — постоянные матрицы порядка пхп 
с комплексными элементами, р — комплексное число, матрица 
A невырождена, т. е. det А = 0. Рассмотрим семейство матриц 
В —РА, зависящее от параметра p,— линейный пучок матриц. 


Если 
(В — род) е = 0, 


где е — ненулевой вектор, то число Po называется собственным 
значением, вектор е — собственным, вектором пучка. В частности, 
если А = Г, то ро — собственное значение, е — собственный век- 
тор матрицы В. 
Собственные значения пучка являются корнями характеристи- 
ческого уравнения 
det (В — pA) = 0. 


Будем предполагать, что собственные значения пучка py, ..., Pn 
различны. Тогда собственные векторы е!,..., е, линейно незави- 
симы. Напомним, что е, — вектор-столбец. 
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Вектор-строка е* ~ 0 называется левым собственным вектором 
пучка, если 
e* (В — poA) =0 


при некотором ро. Очевидно, что е*Т — собственный вектор сопря- 

женного пучка ВТ — рАТ. Собственные значения исходного и 

сопряженного пучков совпадают, и потому левые собственные 

векторы @#,..., ей линейно независимы. Векторы е,,...,е, бу- 

дем называть правыми собственными векторами пучка В — pA. 
Сираведливы тождества 


et Ае, = 0, JR. 


Действительно, умножая слева толдество (В — p,A) e, = 0 на 
27, получаем (р; — p;) e* Ae, == 0. Кроме того, 

27 Ae; 40, j=it,...n, (3) 
так как в противном случае векторы е:,...,е, были бы линейно 
зависимы. | 


Рассмотрим систему уравнений 
(В — pA) = в, 
где / — неизвестный вектор. Ее определитель равен нулю, и по- 


тому она разрешима не при любой правой части g. Необходимое 
и достаточное условие разрешимости имеет вид 


eg = 0. (4) 


Чтобы доказать необходимость этого условия, достаточно умно“ 
жить обе части системы слева на вектор ej. Достаточность следует, 
например, из третьей теоремы Фредгольма. 


Рассмотрим пучок В (x)—pA (x), собственные значения ко- 


торого р! (z),..., Pn (x) различны при х = Г. Тогда 

1) функции р, (т),..., р» (1) бесконечно дифференцируемы 
при хе Г; 

2) правые и левые собственные векторы с, (x), . .., en (2), 


e# (z),..., e% (т) можно выбрать так, чтобы они были бесконечно 
дифференцируемыми при д = Г. 

В дальнейшем используются именно такие собственные век- 
торы, 

Рассмотрим полиномиальный матричный пучок L(p) = 
= p™Ay + р" +...+Am, где Ay — постоянные (п X п)- 
матрицы, det А, + 0. Правые и левые собственные векторы соот- 
ветственно определяются условиями 4 


фе =0 eLdp) = 0, 


Собственные значения пучка являются корнями характеристиче- 
ского уравнения 


det (p"Ao + р”, +... Н Аи) = 0, 
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собственные значения пучка ZL (р) и сопряженного пучка LT (р) 
совпадают. Пусть собственные значения р.,..., Pnm пучка L (р) 
различны. Тогда правые собственные векторы {е1,...,ет} ли- 
нейно независимы; это верно и для левых собственных векторов. 
Необходимое и достаточное условие разрешимости системы 
Г, (p;) f = g совпадает с (4). Кроме того, в этом случае 


oe ле, 90, }=1,2,... ‚пт. (5) 


Рассмотрим пучок L (x, р) = р”Ао (a) +... +Am(z), где 
А} (x) <= С (I), det Ao (x) == 0. Если собственные значения пуч- 
ка различны при < <= Г, то справедливы приведенные выше для 
линейного пучка утверждения 1), 2). 

1.2. Формальные асимптотические реше- 
ния. Будем искать ФАР системы (1) в виде 


y = exp {2.5 (x)} = af, (x). (6) 
Подставив этот ряд в (1), получим 
Ур (Ax) Ste) — B (2) fy (2) + A (a) fe =. 


ко 


Приравняв нулю коэффициенты при степенях ^/, получим ре- 
куррентную систему уравнений 


[В (2) — 8’ (2) A @)] fo (x) = 0, 
[В (2) — 5’ (в) AM hare) = —A (KZ), &>0. | 


Из первого уравнения следует, что S’ (r) — собственное значе- 
ние, fy (2) — собственный (правый) вектор пучка В (x) — pA (2). 
Напомним, что собственные значения р, (2),...,р, (1) по пред- 


положению различны при 5 <= Г. Положим 5” (x) = р, (x). Тогда 
fo (2) = a (x) e; (x), гдее, (x) — собственный вектор пучка, & (x) — 
неизвестная функция, a (т) =- 0 при < Е Г. 

Функцию a (x) найдем из второго уравнения (7): 


[В (x) — py (a) A (@)] fo (2) = —А (2) fy (2). 


Так как Matpuna В (x) — р; (2) A (x) вырождева, то эта система 
разрешима не при любой правой части. Воспользуемся необходи- 
мым и достаточным условием разрешимости (4) этой системы: 


е# (2) A (x) fy (2) = 0. 
Отсюда нахоцим 
( ef (t) A (te; (t) a 


a aa i А е, 
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, d 
где ¢;(t) = 6; (t). Заметим, что знаменатель в нуль не обра- 


щается в силу (3). 
Тем самым найдены функция 5 (x) и вектор-функция fo (x), 
так что главный член Я, асимпготики равен 


р i 904020 
7, (2, №) exp {2 \ 204 м rn dt\[e,(2) +O). (8) 
х 7 7 


Xo 


На первый взгляд может показаться, что й; зависиг от выбора 
собственных векторов с; (x), е* (x). Покажем, что вектор-функция 
h (x) = а (x) e; (x) 
есть инзариант в следующем смысле; если заменить ej, ey Ha ё,, 
2%, то h(x) = const h(a. Действительно, если @), €* — другая па- 
ра собственных векторов, то & (x) = В (z)e (x), &* (x) = y (x) е* (1) 
(индекс j для краткости опущен), где В, y SC~ (Г) и ъ (x) 520, 

y (2) A 0 при х ЕЕ Г. Имеем 


х 


x 
° ek As’ ° ekAe’ 
\ saa a = oe dt + Inf (x) + 
Xo Xe 


так что 
h (x) =а (x) В! (a) её (x) = const h (2). 


Но в непосредственной проверке нет необходимости. Дейст- 
вительно, в силу единственности ФАР каждое слагаемое 
exp {AS (x)} 7, (x) ряда (6) есть инвариант в указанном выше смыс- 
ле. Более того, при замене базисов {e,,..., en} и {ef,..., en} 
другими все они умножаются на одну и ту же константу. 

Найдем f, (2). Имеем 


h(a)= 2 a 


где ©, (x) — неизвестные функции. Подставляя это разложение 
во второе из уравнений (7), получаем 


n 
У (Px — Dj) ак Ae, = — Ай. 
к 

Умножая это тождество слева на ef и учитывая, что ef Ae, = 0 


при kl (см. в. 1.1), получаем 


‚ > 
пая 1, 
Ре ° eS 


Функция © (x) остается неопределенной. Как и a (x), она на- 
ходится из условия разрешимости следующего уравнения, т.е. 
из соотношения ¢; АД = 0. 


аи. (2) = 


‘ms 
& 
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Продолжив эту Процедуру, можно последовательно найти век- 
Тор-функции f, (x), fs (x). Все координаты вектор-функции ]) (x) 
В базисе {е; (x), . . ., en (2)}, кроме }-й, находятся из /-го уравне- 
Ния. Координата с номером j находится из условия разрешимости 
(Е + 1)-го уравнения. Тем самым построено ФАР ‘системы (1), 
имеющее вид (2). 

Можно иначе строить ФАР. Будем искать матрицу 


T (a= 7, (2)0" 


k=o0 
такую, что преобразование 
y= P(x, № 
диагонализует систему (1), т. е. приводит ce к виду 


z’=AAz, Л-== ХАТА, (2), (9) 
= 
тде Л, (x) — диагональные матрицы. Система (9) — распадающая- 
A и потому интегрируется. 
Рассмотрим систему более общего вида, чем (1): 


А (2,2) y = AB (+, А) у, (10) 
тде матрицы А, В разлагаются в АР: 


со 


А{х, Y= У WA, (2), B(e,47) = у АВ» (a). 
ke К= 


Предполагается, что матрица Ay (x) невырождена, собственные 
значения р, (2), ...,Р, (<). пучка Bo (x) — рАо(2} различны и на 
матрицы A, В налагаются обычные условия гладкости. Расемот- 
рим вначале случай, когда A (x) = Г, матрица By (x) — диаго- 
нальная, с диагональными элементами p; (2),...,р» (x). Тогда 
Ay (x) = Bo (2) в формуле (9) и можно положить Г. (2) = Г. По- 
сле подстановки у = 72 система (10) примет вид 


m dz aT 
а + ap th Bz, 


и так как она должна совпадать с системой (9), то матрица Г долж- 
на удовлетворять матричному уравнению 

ат 

wah (ВТ —TA). 


Подставив в эту формулу AP для матриц Т, A, получим рекур- 
‘'рентную систему уравнений 
К 
В —Ao=0, У вт, ТА = 


i= 


aT, 
az * 


k>1. 
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При этом неизвестными являются не только матрицы Г», но и мат- 
рицы Ль, & > 1. Первое уравнение выполняется тождественно, 
второе имеет вид 

ЛоГ, — Г, Ло = Л, — By. 
Так как матрица До — диагональная, то все диагональные эле- 
менты матрицы Л.Г, — Т,Ль равны нулю. Поэтому 


Ara diag В, (Горе, уче, 


i 
Элементы (7',);; остаются неопределенными; положим их равными 
нулю. Уравнение с номером # имеет вид 
Aol, — Ty Ao = Ay +С,, 


где С, — известная матрица. Отсюда находим 


‘ (C,) р 
A,=—diag,, (Г)л= о » JL, 
j 
а элементы (7',)j; полагаем равными нулю. Тем самым построена 
искомая матрица 7 (z, A). 

Вернемся к системе (10). Сделаем подстановку у = Ty (x) , 
rye матрица 7’ (x) приводит матрицу A,’ (x) By (x) к дпагональ- 
ному виду, т.е. ТА ВоТГо = Ap = diag (p1,..., pa). Тогда 
система (10) примет вид 

a= C(s,0)7, С= MPA MBI, —T Se, 
caf 
В силу выбора матрицы Гу (5) матрица С’ разлагается в АР: 


Сы = oa) + ЗА", 


и мы пришли к исследованному выше случаю. 

1.3. Достаточные условия существования 
acuUMUTOTHKH решений. Введем условия: 

1) Система (1) не имеет точек поворота при х & Г, т. е. р; (x) = 
ЗЕ рь (2), FHA #1. 

2) Разности Re [p; (x) — p, (z)] не меняют знак при } фикси- 
рованном, Ё =1,..., п, хе 

Введем обозначение 


Е ООО 
jo (2, ^) =ехр А t) dt —\ ——___ J и 
ую (т, ^) oxp { Jes Sa ПУТИ at} 
Напомним, что 6} (x) — левые, е; (x) — правые собственные век- 
торы матричного пучка В (x) — pA (=). 


$21 СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ НА КОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ 241 


Система (1) имеет решение вида 


N-1 ui 
Yj (, A) == ур (а, ^) |2 (2) ++ 2 Ане (=) + 0 0-м) | ‚ Ао. 
(11) 


Здесь N > 1 — любое, вектор-функции /л. (x) принадлежат C (Г) 
при всех А, оценка остаточного члена равномерна по « == Г. Асимп- 
тотическую формулу (11) можно дифференцировать по x по А 
любое число раз, с сохранением равномерной по х оценки оста- 
точного члена. В частности, для главного члена асимптотики имеем 


У" (в, №) = "ру («узо (в, A) fe; (2) +O YI. 


es условия 4), 2) выполнены при всех j, то решения 
Yy (т, ps .- +) Yn (@, A) линейно независимы и образуют DCP при 
A> 1 

И р имеры. 1. Пусть В (x) — вещественная симметричная 


матрица с различными собственными значениями р, (2),... 
+: Pn (2), А (2) = I. Tak как они вещественны, то условие 2) вы- 
полняется. Далее, формулу (7) можно упростить, если соботвен- 
ные векторы е, (2), ..., @_ (2) выбрать вещественными, единич- 
нЕ (и класса С“ (1)). Действительно, в этом случае ей (x) 


= ef (x) при всех А, что следует из тождеств 
АТ (x) е, (1) = А (зе, (2) = р, (1) ех (2), 
ek (2) А (2) == р (зе (x), ef (2) ey (2) = бу. 


Дифференцируя тождество ей (x) ex (2) =1, получаем 
e& (т) ex (1) = 0, и формула (8) принимает вид 


y; (2, №) =ехр {AJ Py (0) dt} fe; (e) +O 09. (12) 


2. Пусть А (x) = Г, В (x) — эрмитова матрица с различными 
собственными значениями; тогда условие 2) выполнено. Покажем 
существование собственных векторове, (x), .. ., En (2), ef (2),... 
..., @n (1) таких, ITO 


ей (x) е (x) ==0. (13) 

Тогда для решений системы (1) справедлива асимптотическая фор- 
мула (12). 

Выберем ортонормированный базис 2; (2),..., Sn (2) из собет- 


венных векторов класса С® (Г) так, что 
гы 
вк (2) в; (2) =6,, eel. 
Дифференцируя эти тождества, получаем 


Re (gr (2), вк (2)) =0. 


242 УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ n-To ПОРЯДКА = lh ¥ 


Tak как матрица A (x) эрмитова, то в качестве gf (2) можно взять 
т 
вектор gx (т); условие (4) будет выполнено. Положим 


ex (z) = eg, (2), ef (x) = ef (2). 
Имеем я 


EE (@) ee (8) = ЕТ () (9% (2) вк + 8h (2) = 


== toy (2) + gh (2) gx (x) =0, 
так что 


, re , 
а} (x) = —igi (1) gi (x). 
Правая часть этого уравнения зещественна, и функцию %, (x) 


можно выбрать вещественной. 
3. Рассмотрим систему 


у = 2 В (2) у, 


где В (x) — матрица из примера 2. Какив } 1, п. 1.4, пример 2, 
можно показать, что существуют две ФСР 


{yi (т, №), (®, )}, {Yt (а, №), (а, ^)}. 


Для первой из них АР вида (8) справедливы при |^| > о, 
А > 0, для второй — при | A | оо, А 0. 

1.4. Дополнительные параметры и KOMT- 
лексные A, Рассмотрим систему 


А (2, ру = ЛВ (т, в) у, 


где и — параметр. Приведенные выше результаты переносятся 
на эту систему; соответствующие формулировки и условия на 
матрицы А, В носят тот же характер, чтоив$ 1, п. 1.4. 

2. Системы второго порядка. 

2.1. Двучленные системы. Рассмотрим систему 
‘из п уравнений 


y" — WA (a) y = 0 (14) 


na отрезке J, элементы матрицы A (x) принадлежат классу С® (Г). 
Характеристическое уравнение имеет вид 


det (рГ — А (2)) = 0. 


Корни этого уравнения равны + VY Uy (2),..., - Ven (2), 
где py (2), ..., И» (2) — собственные значения матрицы А (2). 
‘Система (14) имеет точки поворота двух типов. 

1. хо — точка поворота, если pj (to) = 0 при некотором }- 


ЗВ этой точке совпадают корни Ув (2), — V py (2)- 


§ 2] СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ НА КОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ . 23 


2. 2, — точка поворота, если р; (Xo) = ик (5), ] 52 Ё. В этой 
точке поворота совпадают корни Ур; (2), Уи; (1) и кор- 
ни — Ун; (2), — Ув (@): | 

Положим pj (2) = Ум; (2), рн; (2) = — Ув, (@), 1<71< 
< п. Пусть система (15) не имеет точек поворота при 2 Е Г. Фик- 
сируем базисы {e, (x), ...,е„ (2)}, {ef (1),..., eX (т)} из правых 
и левых собственных векторов, которые выбраны так, что 


@} (2) ey (2) = вл. (15) 


Обозначим 
at (1, А; 20) = 
ы e de, (t) 
=p" (x) exp +) \ VejOat— \ ей (t) ai at} 3 (16) 


хо хо 


Пусть все разности Re (yu; (2) + Уи, (2)) не меняют 
знак при х & Г. Тогда система (14) имеет 2n решений 


BF (BF (eM) (V0 У,6)+0059, 
ke 


1<j<n, А, (17) 


где М > 1 — любое, ед, (2) — С® (Г). pad >> 1 эти решения 06- 
разуют DCP. Если A (x) — вещественная симметричная матрица, 
то формула (16) упрощается: 
х 
Фев) = ВИА exp [45 УР. (18) 
Xe 
AP (17) можно дифференцировать но & и 10 A любое число раз. 
Аналогичные результаты справедливы в случаях, когда A KOMU- 
лексно или матрица А зависит от параметра у: А = A (a, v). 
Соответствующие результаты формулируются так же, каки в 
§ 1, п. 1.4. Это замечание относится ко всем системам, которые 
рассматриваются них‹е. 
2.2. Системы самосонряженного вида. Рас- 
смотрим систему из уравнений 


(А (2) у)’ — МВ (z) y = 0, (19) 


где A (2), В (2) ЕЕ С® (1), det A (2) 52 0 upuz = Г. Характерис- 
тическое уравнение имеет вид 


det (p24 (x) — В (2)) = 0, 
а ero корни равны 


р; (2) = Ую; (2), Pry (1) = — Ув; (2), 15] <n, 
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где py (x) — собственные значения пучка иА (x) — В (2). Пусть 
и; (2) удовлетворяют условиям, сформулированным в п. 2.1, 


fe; (x), . . «5 &n (1)}, {ef (<),..., ей (2)} — базисы из правых и ле- 
вых собственных векторов этого пучка, нормированные условиями 
ef (x) А (2) е, (т) = бу. (20) 


Введем обозначения 
х 
Па) = 05" (exp {| Ува 


Xo 


ae \ [e* () A (0 De (t) — De* () A ()е(1] at} $ (21) 

где р = а/ах. Система (19) имеет 2n решений вида (17), где 75 
имеют вид (20). 

2.3. Системы общего вида. Рассмотрим систему 


А (x) у" АВ Фу + MC (x) yy = 0 (22) 


на отрезке Г, где A (2), В (2), С (2) = С° (1), det А (2) #0 при 
1 = Г. Характеристическое уравнение имеет вид 


det (р?А (x) + рВ (2) + С (2)) = 0. 


Будем предполагать, что собственные значения р, (x), ..., Pn (x) 
пучка Г (р) = р?А (x) + РВ (x) -- С (2) различны при «et 
и что все разности Ве (р; (x) — р, (4)), 1 Зр,Ё < 2n, не меняют 
знак при 2 = [. Пусть {е, (2), . . ., en (2)}, {ей (a), . . «, eh (х)} — 
правые и левые собственные векторы этого пучка, нормированные 
условиями 


6} (2) [2р; (2) A (2) + В (те, (2) = вл. (23) 
Введем обозначения 
Ty (es 250) = exp {af pat + PM Oat, (24) 


BS? (a) = — ef ww [p5 (a) A (2) 65 (2) + 2p; (@) A(@) с; (2) В (2; (+). 
Система (22) имсот 2n решений вида 
N=1 
Ys (48) = Gs (05 20) [ва + Хе +0 09|, (95) 
1<j<2n, Ао, 


тде М > 1 — любое, e;, (2) ЕЕ С® (Г). Эти решения образуют 
ФСР при А > 1. 
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3. Системы из 72 уравнений 2-го порядка. Рассмотрим систему 
т—1 


yor Samer, (x) 9 = 0 (26) 
k=0 


на отрезке Г, где у (x) есть п-вектор, А, (z) — матрицы порядка 
п X п с комплекснозначными элементами класса C™ (Г). Х аракте- 
ристическое уравнение имеет вид 


т—1 


det (г, р) =0, Ре, р) = р" + Х А» (2) р\ 


Будем предполагать, что собственные значения р, (1),... 
ен in (z) пучка С различны при всех z = Г и что все разности 
Ве (р; (x) —р, (7)), oe Е < тп, не меняют знак на отрезке Г. 
Пусть е; (x), e# (т), 1 <j < тп, — правые и левые собственные 
векторы пучка L. Ваецам “обозначения 


(x, hy то) = exp ff p,(t) dt - mi 70а, 


г 
i foe OL aL * OL J-1 
PS” (a) = — |e} Se Dey + Dp Fey) | ее", (27) 
Te значения векторов е;, е* берутся в точке z, значения С», Сор — 


в точке (2, р; (x)) ир = а/ах. Система (26) имеет mn решений ви- 


да (25), гдерб (2) имеют вид (27), № > 1 — любое, иэти решения 
образуют DCP при А > 1. 


$ 3. Уравнения на бесконечном интервале 


1. Уравнения с почти постоянными коэффициентами. Рас- 
смотрим уравнение 


ly Sy) + dna (2) у"... +49 ey = 9 (1) 


на полуоси В+ = [0, о) с комплекснозначными непрерывными 
коэффициентами. Характеристическое уравнение имеет вид 


1 (2, р) =p" + dna (@) +... + (4) = 0. (2) 
Асимптотика решений уравнения (1) при x — со существенно 
зависит от поведения на бесконечности корней р. (x), ..., Pn (x) 


характеристического уравнения. 
Пусть коэффициенты уравнения (1) имеют вид 


Чь (2) = 4 + т» (1), (3) 


где gh — постоянные, и выполнены условия: 


1) (Ire (2) 142 ео, 15 «в. 
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2) Корни р.,..., 0, уравнения 
о рт... 8 =0 (4) 
различны. 
Тогда уравнение (1) имеет MCP {у,...,у„} такую, что 
и; (1) =e (1 + о (1), 5. (5) 


Эту асимптотику можно дифференцировать n раз, т. е. 
У (2) = ре” И + о (1)], OSk <n. 


Приведенный результат — следствие теоремы Левинсона об [-диа- 
гональных системах (гл. II, $ 5). Следующий результат вытекает 
из теоремы Перрона (гл. И, $ 5). Пусть коэффициенты уравнения 
(1) имеют вид (3) и выполнены условия 


3) Пт г; (1) =0, 1< Аж п. 
Хх 
4) Re р; A Вер» при всех j Ak, где р; — корни уравне- 
ния (4). 
Тогда уравнение (1) имеет DCP {у,,..., Yn} такую, что 
Uy (2) Pra 
tin tpn Ate о 


Эту формулу можно записать в виде 
Yx (т) = exp {рых + 0 (2)}, хо, 
так что асимптотика (6) довольно грубая. 


Аналогичные результаты справедливы для уравнения п-го 
порядка самосопряженного вида 


- Я 
(~—1) ar (ee) ae | ги 

ny n-1, = 

Hp ele | Е... un @у=0. (7) 


Пусть коэффициенты 4; (2) имеют вид (3) npul Qk <n, 


1 о и 0 

в =® +1 (@), 4520, 
и пусть выполнены условие 1) при k = 0,1,..., п и условие 
2) для корней уравнения ы 


goo?” — gop??? +... + (— "41 == 


Тогда уравнение (7) имеет DCP {у1,..., Yn} вида (5) и аналогич- 
ные формулы справедливы для квазипроизводных И! (5), 1 < 


<< 2. 
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2. Уравнение (1) ¢ аепмитотически простыми корнями. Пусть 
при некотором j существуют пределы 


Him py (2)/Pu (дед II SM, 8) 


конечные или бесконечные. Корень р; (2) характеристического 
уравнения (2) называется асимитотически простым, если сл, 5 1 
при всех k == 7. 

Всюду в дальнейшем предполагается, что 4 (2) = С? (В), 
ОЗ <п-- 1. 

2.1. Корни одного порядка. Пусть gy (2) 5 0 при « > 1, все 
корни уравнения (2) асимптотически простые, и пусть сл. ~ 0, 1 
при всех j,k, ] =- К. Тогда существуют конечные пределы 


lim 4, (2) qo!" (® =а,, 1 (9) 
X20 
и асимитотика корней имеет вид 
р; (®) = р; +0 (11 4%" (2), # о, (10) 
THe р.,..., 0, — корни уравнения 
р” + ао" +... ap +1 = 0. (11) 


Справедливо обратное утверждение: если ACUMUTOTHKA всех кор- 

ней уравнения (2) имеет вид (10), где о:,..., р» — различные 

ненулевые числа, то пределы (9) существуют и конечны. 
Условию (9) удовлетворяет уравнение 


YO + а, (@) ау... ета у 
ЭТ Фу=о, (12) 


где а:,..., ал — постоянные, 4 (5) 5-0 при «> 1. Если все 
коэффициенты gy (2),..., 4»-1 (2) уравнения (1) — полиномы от 
x, то при условни (9) точка = со является иррегулярной особой 
для уравнения (1) (гл. Г, $ 3, п. 1.1). В общем случае условие (9) 
означает, что все члены 4, (x) У) оператора J имеют «одинако- 
вую силу» при 5 >> 1, т.е. все они, вообще говоря, влияют на 
асимптотику решений. 
_ Положим 


p3(z) 1, (в, P; (2) 


(1) 
ps @) ZT р, 

= ь (13) 
J; (2) =exp | [ру + 2? Olde}. 


Введем условия: 
1) При некотором] и при всех К ~j функции Ве фл, (x), где 


ix (#) = р (#) — Pe (2) + р? (2) — РР (2), — (14) 
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не меняют знак при z S>1. 


2) ааа 2155. 


n—1 


ве (ge Pda OM + | ge |} go PHO). 


Если выполнены условия 1), 2), (9) и уравнение (11) не имеет 
кратных корней, то уравнение (1) имеет решение у; (x) такое, что 


у; (2) =7) (2) И + 0 (1)], 00. (15) 
Если, кроме того, при всех } выполнено условие 
3) gi (2) = 0 (gy (2)), 2-х оо, 


то ps” (2) = 0 (pi (2)) приз > oo, при всех 1 и при 0 < тв 
имеем 
У (2) = pS (a) И +0 (0 tae. (16) 


Если условие 1) выполнено при всех j, то уравнение (1) имеет 
ФСР {у, (2),..., Yn (2)} вида (15). 1 

Доказательства основаны на следующем факте. Уравнение (1) 
эквивалентно системе (10) $ 1: 


= А (2) 2, c= (уу... yt) 


Пусть Го (2), Г, (2) — матрицы, построенные в $ 1, п. 1. Тогда 
преобразование 2 = Ty (x) (Г + Т, (x)) # приводит систему к 
[-диагональному виду, после чего остается применить теорему 
'Левинсона (гл. 1, $ 5). Это замечание относится также к п.п. 
2.2,3.1 настоящего параграфа. 

Условие 1) обсуждалось в § 8 гл. [; проанализируем условия 
2), 3) на примере уравнения (12). В данном случае go (x) = 4" (x) 
и условия 2), 3) принимают вид 


( (| 907 (4) % (2) 
ai - ах < о. 
\ ( qn (x) й age (x) ) ES 


Для уравнения у” + g(x) у = 0 эти условия в точности совпадают 
с условиями ирименимости ВИКБ-приближения, которые приведе- 
ны в $ 6 гл. 11. Если go (x) = 2%, то условия 2), 3) выполнены 
при «@ > —п. Пусть все коэффициенты go (2),..., 9-1 (2) урав- 
нения (1) — аналитические функции, которые либо голоморфны, 
либо имеют полюс в бесконечно удаленной точке 2 = со. Тогда 
из условий (9), 2) следует, что 2 = со — иррегулярная особая 
точка уравнения (1), и выполняется условие 3). 

Условия 2), 3) для уравнения (12) означают, что функция 4 (x) 
достаточно правильно ведет себя на бесконечности и может убы- 
вать, но медленнее, чем 21. Этим условиям удовлетворяют, на- 


пример, функции 4 (2) = e%**, 4 (x) = #8 (т x)”, тде a #0, 
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Rea > 0, < > 0 ив >> —1, y — любое вещественное число или 


В = —1, y > 1. В терминах корней характеристического уравне- 
ния (2) условия 2), 3) можно записать в виде 
$ 128, РИ 
| ай 17 
Е г =. 
Pj (2) = о (pi (1), хо, fH... 


2.2. Один из корней меньшего порядка 
роста. Пусть 


lim ра (2)/р (2) =0, 1<k<n—4, (18) 


а все остальные пределы (8) конечны, если k + п. Пусть 4, (x) & 
5 0 при х >> 1. Тогда существуют конечные пределы 


lim 9; (2) [91 (1-0 =a,, ОЗ” 1, (19) 
reo 


где ay. = 0. Асимптотика корней уравнения (2) при х — со имеет 
вид 

Px (2) = [px +0 (AN) gl (2), 1<k<n—41, (20) 
= In (2) + 9 (go (т) 


Pn (2) == Е , 
где р.,..., р, — корни уравнения 
р" а" +... ар + 1=0. (24) 


Условия 2), 3) заменим следующими: 
2’) ба te FP [ qa [ethene 14% 1191 (Г /@-5) dx oo при всех №. 


3) а; (2) = о (gh (2) при x > co и при всех К. 

сли выполнены условие 4) при всех}, условия (19), 2’) и урав- 
нение (21) не имеет кратных:корней, то уравнение (1) имеет DCP 
{y; (1),..., Yn (2)}, для которых справедлива асимптотическая 
формула (15). Если, кроме того, выполнено условие 3’), то 
pi (x) = о (py (2)) при т —+ оо, 1k <n 1, идля решений 
У: (2), ..., Yn-y (x) справедлива формула (16). Заметим, что усло- 
Bue 2’) эквивалентно первому из условий (17) для всех корней 
px (xz), а условие 3’) — второму из условий (17) для корней 
Р1 (2),..., Pn-y (2). Формула (16) для решения У»(2) справедли- 
ва, если выполнены сформулированные выше условия, с той лишь 
разницей, что условие (3’) заменяется следующим: 


n ke may 
У Vial 
=2 2=0 


В этом случае р® (x) = о (py (2)) при — оо. 


oo 
n 


al =0(q), 1—> оо. 
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Заметим также, что главный член асимптотики уравнения (1) 
рентения при д —> {со имеет в точности такой же вид, как и 
главный член асимптотики решения при 4 —> + со уравнения 
(4) $ 1, что видно из сравнения формул (15) и (5) $ 1. 

2.3. Оценки остаточных членов. Пусть выпол- 
нены условия (9), 4), 2) из п. 2.2 и уравнение (11) не имеет крат- 
ных корней. Формулу (15) запишем в виде 


и И еде lime, (e) =0. 


Приведем оценки для остаточного члена; (x). Разобъем функции 
фл (2),..., Фр (2) (см. (44)) на два класса. 

4) ГЕЙ, (i), если Re yj, (2) < 0 приз > 1. 

2) k GU, (j), если Вефи (7) > 0 при x >> 1. 

Тогда при x . 


[1204 + > \ exp (Re py; (O}a(t) dt |. (22) 
“x КеНз(]) x 


|e; (=) | 


Функция < (2) указана в условии 2). В частности, если Re фд (2) < 
<0 приз >> 1 и при всех k, то 


|2; (2) | <. \ a(t) dt. 


Этот случай имеет место, например, когда все коэффициенты урав- 
нения (1) вещественные, а все корни уравнения (2) чисто мнимые. 
Если известна более точная информация о поведении коэффициен- 
тов уравнения (1), то можно уточнить оценку (22), применяя ме- 
тод Лапласа асимитотической оценки интегралов. 

Пример. Рассмотрим уравнение (12), и пусть 4 (x) = 28, 
В > —1. Тогда 

=; (1) = O (181), зо. 


Аналогичные оценки справедливы в случае, рассмотренном в 


п. 2.2. 
2.4. Двойные асимптотики. Рассмотрим урав- 


нение 
Ly == y™ + gner (2) у" +... +A Go (t) y = 9, (23) 


Tye 4 — большой параметр. Ограничимся случаем, когда выпол- 
нены условия (9), 1), 2) из п. 2.2 (1) — (3), (2), уравнение (11) не 
имеет кратных корней, и пусть ff; (x, 43%) — функция, определен- 
ная формулой (5) $ 1. Приведем достаточные условия существова- 
ния решения уравнения (23): 


у; (т, ^) = Уз (т, Ms ao) М + Ate; (@, №)] (24) 
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такого, что для остаточного члена прит >> 10, ^ > Ay > 0 спра- 
ведлива оценка 
le; (=, ^)| < A(z), lim A (2) =0. (25) 
х >> 

Асимптотика (24) — двойная: остаточный член мал и при A S> 1, 
x > а фиксированном, и прн A > №, фиксированном, х —> oo. 

Уравнение (23) имеет решение у; (х, 4) вида (24), (25), если при 
всех k ==] выполнены условия: 

x 


4) R) | Ве (р; (2) — px и >. 


5) 1p? (2) — PP | Selpy @-- р, ФТ, Jeet 
Kean эти ны выполнены при всех /, А, ] == К, то приА > 
2 № S> 1 решения у.,..., Yn вида (24) образуют cP, В этом 
случае решения у,,..., У, различаются по росту при < — со, 
т.е. при] 52 Ё пределы 

Lim уз (2, А) [y, (e В 


равны либо нулю, либо бесконечности. 

Расемотрим случаи, когда несколько решений могут иметь 
одинаковый порядок роста на бесконечности. Пусть при некото- 
ром } и при всех А 5—} либо выполняются условия 4), 5), либо 
условие: 

8) Ho pj (@) = Нерк), 221, функция Ве [р°7 (2) — pi? (2)] 
не меняет знак прих >> 

"Гогда все о В выше утверждения остаются в 
силе. В обоих рассмотренпых случаях асимитотику можно п раз 
дифференцировать: 

У (т, №) = "ру (a) Gy (т, №; то) М + Ae jm (в, ХУ 


для функций 2 „„ справедлива оценка (25). 

Эти утверждения справедливы при комплексных./, когда A — 
— со в некотором секторе вида 5: & < ао < В, 0—< 6 —а< 
< 2л, если выполнено условие 5) и условие 


4) F [Re fe (руд — p, @))| de < © при воох kA}, << 


ЗВ, p=argh. 
Пример. Пусть существуют lim arg go (x) = Фо. иб-сек- 


topaQp< fp, aA == 0, такие, что aa 
Re lexp {# (ф + o/n)} (р; — рк)] HO, VES 


при всех К & j. Здесь py, ..., Pn — корни уравнения (11). Тогда 
уравнение (23) имеет решение вида (24) и оценка (25) справедлива 
при ^ SS, |^ | > № >1,1> 2. 
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2.5. Корни разного порядка роста. Пусть 
корни уравнения (2) асимптотически некратлые и имеют разный 
порядок роста, т. е. некоторые из пределов cj, (см. (8)) равны 0 
или со. Занумеруем их в порядке роста: числа сл. конечны при 
j <k, и по крайней мере два из чисел с»;, ] < п, равны нулю. 
Случай, когда равно нулю только одно из этих чисел, рассмотрен 
вп. 2.9. 

При определенных условиях на коэффициенты уравнения (1) 
икорни уравнения (2) асимитотические формулы (15) сохраняются, 
но условия оказываются весьма громоздкими. Ограничныся слу- 
чаем, когда коэффициенты уравнения (1) принадлежат С“ (В*) 
и разлагаются при x - со в асимитотические ряды вида 


gi (1) = D ay, 0, (26) 


где anj — вещественные, ayy — комплексные постоянные, %,; о 
yy Oa... Hy > + ©. Предполагается также, 
что AP (26) можно дифференцировать по 2 любое число раз. Вели 
ак; = 0 при К фиксировапном и при всех], то это означает, 
что gf” (2) = O (a-*) приз — < и при всех m = 0,1,... Mo- 
дельным примером служит уравнение 


у) Hage lyO-Y 14... 0,2%у = 0, 


THC ao, а1,..., а, — постоянные. В этом случае все корни ха- 
рактеристического уравнения (2) разлагаются в асимитотические 
ряды вида (26): 


= 
Px (2) = У рее), хх, 
2—0 
которые можно почленно дифференцировать любое число раз. 
Пусть все корни уравнения (2) асимптотически простые, В. == 
52 0, Bio > —1 при всех k и выполнено условие 41) п. 2.1. Тогда 
уравнение (1) имеет DCP у, (2), ..., Yn (2), для которых справед- 
лива формула (15). Для этих решений справедливы АР вида 
N < 
Ук (2) =a" exp [У cys} [4 +2 Чьи] ‚ ых. 
k=0 ь 
Здесь 


бю >>... D> Oe > 1, бь=рью +4, 


Cro = Рьо/(Вко 1-1), OF eyo >> Gr >... >...) BJ >. 


2.6. Трехчленные уравнения. Рассмотрим урав- 
нение 


у 4 a,x ty + agt™ у = 0, (27) 
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где Go, 9; — вещественные, аз, а; — комплексные постоянные 
Hay 5 0, а; AO, а, > —п. Найдем асимптотику корней харак- 
теристического уравнения 


т a rp* + ада = 0, 


используя диаграмму Ньютона. Отметим ва плоскости (р, a) три 
точки: M, = (п, 0), М, = (k, в), Af, = (0, 9), и пусть Г — от- 
резок М, М3. Возможны два варианта. 
1. Точка M, лежит не выше отрезка J, так что 0. < (п — Кот, 
и диаграмма Ньютона есть отрезок Г. Асимитотика” корней р, (x) 
имеет вид pj (2) ~ розы", д -—> оо, TAC ру» — корни уравнения 
$ + a,q* + ay) = 0, если a, (п — k)a,/n, и корни уравнения 
Ya, =0, если a, < (п — К) 9,/п. Этот случай совпадает 
ы рассмотренным в п. 2.1, и уравнение (27) имеет ФСР, состоящую 
из решений вида (15), Если вычислить асимптотику корней p; (x) 
с точностью до слагаемого порядка О (21>), 8 >> 0, ro можно по- 
лучить АР решений в виде 


у (x) = 27099 И + 0 (11, 


rae О (1) — конечная сумма степепей. 

2. Точка М, лежит выше отрезка J, так что &, >> (в — k)ag/n, 
и диаграмма Ньютона — ломаная, состоящая из отрезков М, М, и 
ММ з. В этом случае имеются две серии корней с различной асимв- 
тотикой при 2 — ©: 


р; (2) р (= а.) (ak) p%q/(M) j= 
Ps (#) — Ю— № geri, jon—k+4, 
К / 


Главный ялен асимптотики корней первой (второй) серии мы полу- 
чим, если отбросим в характеристическом уравнении последний 
(первый) член. Корни первой серии таковы, что р; (2) >> 21 при 
x — oo, и велики по сравнению с корнями второй серии: Dj (x) >> 
> р: (x) при 2S > 1, сли 1 <] 5 п — А, n—-k4+1<— 15 п. 
Уравнение (27) имеет и — & решений у, (1),..., Yor ея для 
которых справедливы АР вида (15). Сложнее обстоит дело с реше- 
ниями, отвечающими второй серии корней. 

2а. Пусть @ — a@.>—k, так что р, (x) > 1! при х-— oo, 
Тогда уравнение (27) имеет решения Ул-+1(2),...з Yn (2), для 
которых справедливы АР вида (15). 

26. Пусть a — a, < — k, tax что p; (2) = О (5 *) прих — о. 
Тогда уравнение (27) имеет & решений Ууикаи (2), . . +) Yn (2), для 
каждого из которых справедлива асимитотическая формула вида 


ПА, 


у (2) — x (in 2)", хо, 
где т > 0 — целое число. Эти решения ведут себя так же, как B 
решения уравнения (1) в окрестности регулярной особой точки 


д = oo (ra. I, § 2). 
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Примеры 1. Рассмотрим уравнение 
y) — arty” + barby = 0, (28) 


где а 520, 6520, a> —2, 2a > В. Характеристические корни 
распадаются на две группы: при x — co 


= о ; eee 
Pie (1) — bY art®, разл (2) — + y= 28-2). 


Уравнение (28) имеет два решения вида 


x 


Yj (6) ~ 25 ехр {\ р; (1) а х Ра. 


Если 3a > 2 (1 -[ В), то эти формулы упрощаются: 


Yayo (2) ~ 24/4 exp {+ зу ante} ‘ 


Если, кроме того, & < В -+ 2, то уравнение (28) имеет два решения 
вида 
я 
уз (1) — a-B4 oxp {\ p;()dt}, 1=3,4. 


Xo 


При условии 3a >> 2 (1 + В) эти формулы упрощаются: 


oe 2 5 р 
Ys,a (2) — 2/4 exp {+ V+ pepe ten . 


2. Рассмотрим уравнение (27), где п = 2k, % < 29. Тогда 
характеристическое уравнение решается точно: 


а. .| 2 Mo 
рь= | 1+ V1 a Aaya” 2m, | : 
где значение корня равно единице при 1 = co. Нервой (второй) 
серии корней отвечает знак -|- (—) перед квадратным корнем. 
Первой серии корней отвечает k решепий вида 


¢ (n—-1) 4, 
у; (2) =2-% exp | р; (9) at| ‚аж, 
Xo 
второй серии — А решений вида 
( (k=) (to — 4) 
Ук (1) = a-® exp | Dax (1) at} ы и : 


Асимптотика интегралов р; {:) dt при x — >o в данном случае лег- 
. Xo 
ко вычисляется. 
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3. Уравнения самосопряженного вида е асимптотичееки про-. 
етыми корнями. 

3.1. Уравнения четного порядка. Рассмотрим 
уравнение 


п 
y= (1 ди =0 (29) 
‚0 

на полуоси В* = [0, оо), где 9, (2) — комплекснозначные функции 
класса С? (R*), do (2) #O при > 1. Если все функции 4, (x) 
вещественны, то оператор Г с областью определения Д (1) = 
= Cy (В*), Ly = ly, симметричен в пространстве L, (В*). Введем. 
условия того же типа, чтоивп. 24 Е 

1) Пределы lim Ч (2) do" (2) т (2) - - с, существуют и конеч- 

хх 


ны, где обозначено 
. т (a) = [gn (2).4ь (2). (30) 
2) Уравнение 


1@= 2, (— 1)" сие = 0 (31) 


не имеет кратных корней. 
Уравнению (29) отвечает характеристическое уравнение 


U2, p) = (ад pen 0. (32) 


Из условий 1), 2) следует, что для корней уравпения (30) справед- 
ливы асимптотические формулы 


р; (2) = [&; +o (1)|т (2), «ro, (33) 


rie Ё; — корни уравнения (34). В частпости, все корни уравнения 
{32) являются асимптотически простыми. Типичным примером 
уравнения вида (29), для которого условия 1), 2) выполнены, слу- 
жит уравнение 


п 
У (— 1) с, [gery =0, (34) 
о 
где с, — постоянные, 4 (x) ~ 0 прих >> 1, с, = 1. 
Следующие условия таковы (п. 2.1): 
3) При некотором } и при всех А функция Rel(E; — €,) х (2)] 
не меняет знак при 2 >> 1 
4) При всех К сходятся интегралы 


А Са [ое + [ак {got tp) аа < 5. 
5) lim qe (2) %' (x) т" (x) = 0 при всех #. 
х—>> 
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Введем обозначение 


рун Ве. al ig aL (x, р) ie exp {р (@) at} : (35) 


хе 


P=P (x) 
Если условия 1) — 5) выполипены, то уравнение (29) имеет реше- 
ние у; (x), для Kempo при 2 — co справедливы формулы 

WP @) = Pe) ФИ о O<Sk<n—4, 


BS (a) = (— I*pF(a) go @)T, о" vm +0 (1)], (30) 


Е | 
ngk<g2n—1, 
тде yUl — квазипроизводная порядка k ($ 1). Эти формулы можно 
упростить при go (x) = 1 


у; (2) ~ [dn (2) P24 exp {{ 23 (0) at} ‚ дю. 


Для уравнения (34) допустимый класс функций 4 (x) тот же, 
что и для уравнения (12). Если условие (3) выполнено при всех j, то 
решения у, (2),..., Yon (1) образуют MCP. 

Примеры. 1. Рассмотрим АН уравнение 

(—1)” Ego (2) у” - а, (ду =0. 
При указаицых выше условиях оно, имеет решение у; (x) такое, что 
при д — co 


x 
45 (2) = р-он exp {to; (9 dt} [1 + 0(1)], 
Xo 


0 (2) = "Vn @/40 @) 


MW; — корень уравнения ©” == —1. 

Такие же асимпитотические формулы для решений уравнения 
(29) справедливы в том случае, когда главными членами являются 
слагаемые (--1)”[4% (x) yOI™ и gy (x) у, а! промежуточные слагае- 
мые им подчинены при 2 S> 1; достаточные условия см. в [18]. 

2. Рассмотрим уравнение четвертого порядка вида (29); тогда 


1 (x, р) = 4 (2) р* — 4, (2) р + а» (2), 


р И УР, ры, 


24% (2) +? 
и еслир (x) — mae характеристического уравнения, TO 
1, (т, p(2)) = +£2p (YD @)- 
Уравнение (29) muon ФСР вида 


9; (0) ~ ви" (7) D(a) окр j 2:9 @}, 2-ю. 
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3.2. Двойные асимптотики. Рассмотрим урав- 
нение 
n 


ly == Be (— 1)" [ann (в) ую =O, (37) 


k=0 


где => 0 — параметр. Пусть выполнены условия 1), 2), 4), 5) 
п. 3.1 и еще одно условие: 
3’) При некотором } и при всех = } 


Гун (2) = Ве[(; — &)1(2)]5=0, 231, \/ @de=~. 
Введем функции yl ©) (x), которые при = == 1 совпадают с квази- 
производными: 
ине (2) == ety (a), OCR Sn 1, 
Ут (2) = egy (2) y™ (2); 
ylrrhs el (2) == ekg, (2) у": (x) — (убив @®)) 1<k <n—1, 


и положим 
x 
Фр) 1s"? (а, р, (4) exp {e |p, at}. 
xX 


Тогда для всякого €) >> 0 существует х (=) < oo такое, что урав- 
нение (37) имеет рептение у; (x, =), для которого 


ys? (a, в) = гр} (x) 7; (a, г) М + ery, (a, 8), Зв 1, 
(38) 
yr д 2} (2) go (2) 9; (x, €) x 
—1 
х [У (Ht ent + on OI + вр, ик -—1, 
m=0 


Здесь фл (2) +0 при 5—0 и при r> 2 (ey), OME < &, 
справедливы оценки 


Ine @e)1<o(2), те) =O. 


Асимптотические формулы (38) двойные: они пригодны и при 
д —> oo равномерно по в, 0 < e< в, и при #— +0 равномерно 
по 2 > 2 (го). Если условие 3’) выполнено при всех j, то решения 
У, + + +s Yon образуют ФСР. 

Этот результат справедлив.при несколько более слабых orpa- 
ничениях на коэффициенты уравнения (29). Именно, достаточно 
выполнения условий 4), 5), условия 3’) при всех } и условия: 

1’) При « >> 1 для любой нары j,k, 7 5^ К, имеет место одна из 
оценок 

0 < а, < 1D; @)/m (2) [< < 1, 
О < а, < [рь Oli (13% < 1. 


9 М. В. Фелооюк 
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Условие 1’)] заменяет условия 1), 2) и означает, что корни &; (2) 
уравнения 


п 
& (т, 9 = 2 (— 1)¥ cy (x) и = 0 (39) 
es 
обладают тем свойством. что при всех j,k, j Ak, и при cS 1 
выполняются неравенства 

08, < 
3.3. Уравнение ly=py с вещественными 

коэффициентами. Рассмотрим уравнение 


ly = ву, (40) 
где { — оператор из (29), все функции 4, (x) вещественны. Уравве- 


ния вида (39)' возникают в различных задачах спектрального ана- 
лиза, и — спектральный параметр. Будем предиолагать, что 


18, (2) — & (2) |b, < ®. 


lim 40 (1) =1, Им [4 (2) [ = © 
х—>о х—>> 


и что выполнены условия 1), 2), 4), 5) и. 2.1. Характеристическое 
уравнение имеет вид 
n 
: (в, р) = (—1)"p. 
Для корней p;(z, и) этого уравнения при и фиксированном, 
Х — со справедлива асимитотическая формула 


py (т, и) = ahi?” (2) ГЕ, (2) Е (—1)" нае (+) [в (ce, Е, («у + 
+ O (gi? (3) М + 0 (11. 


Положим & == &, если 4, (00) = +00, и &; = eV” Ё,, если 
Gn (+ оо) = —oo. Тогда точки &,..., fn расположены симмет- 
рично относительно вещественной оси в комплексной плоскости 
Е. Занумеруем их так, чтобы Ве < Re£j.,, введем MCP 
{у,...) Yon}, состоящую из решений вида (36), и фиксируем и. 

4. Пусть Вей; 5-0 при всех j, и если Е; не вещественно, то 
Im g’ (Е;) #0. Тогда у» ..., Yn & LZ, (В*) и никакая нетриви- 
альцая линейная комбинация решений узи, .. ., Yo, Не принадле- 
жит пространству L, (В*). 

2. Пусть Ве Е; = 0 при 1 <j < 2k, Ве & 52 0 при остальных 
ЕЕ Е Ei) при fA 11< ],1< 2kug’ (Е) # 0, если число 
Е; не является ни вещественным, ни чисто мнимым. Если Im | 5= 
= 0, то максимальное число линейно независимых решений урав- 
нения: (40) равно # или п + К в зависимости от того, расходится 
или сходится интеграл 


< 


\ [Qn (x) FE) ах. 


Se 
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Эти результаты следуют из формулы (26) и асимптотики кор- 
ней р; (т, и) и позволяют вычислить индексы дефекта симметриче- 
ского оператора L, действующего в L, (В*) и отвечающего диффе- 
ренциальной операции 1. В случае, когда характеристическое урав- 
нение (32) имеет асимптотически кратные корни, индексы дефекта 
оператора L найдены в [59]. 

3.4. Уравнения нечетного порядка. Pacemor- 
рим ыы 


= 4)" emai (1; — (вы (2) (4: у) | Е 
«(de am ta() ajo 69 


с комплекснозначпыми коэффициентами класса С3 (R*), где & > 
>> 0 — параметр, 41 (2) 520, дл (2) 520 при x> 0. Характеристи- 
ческое SDSBMCRR имеет вид 


[ (т, р) == ы (— 1)" [29 (© pH даа (2) р] == 0. (42) 


Положим т (2) = [9, (2)/4и+ 1 (2) )/@" и введем условия того же 
типа, что 1 Bu. 2.1. Модельным примером служит уравнение (44), 
в котором 


dna (2) = 1, Чина (2) = (QQ, Ки, (43) 


где функция 4 (2) принадлежит любому из классов, описанных 
вп. 2.1. Следующие два условия означают, что корни р; (x) ypaB- 
нения (42) асимптотически простые: 


F -1 ak 
1) Lim Чика бани = эк» 
x0 
: и -1 2k] 
lim Чп-к419. AT 1 = 0. 


Ke 


2) Уравнение 


) = x (= 1)" corr Gn-241 = 0 


не имеет кратных корней. 
Заметим, что с; = 1. При д — oo корни р) (1) имеют следую- 
щую асимиптотику: 


р; (2) = Е; о (1)] т (1), 1<7<2n, 
__ 9, (=) о (а, (2)) 
Po (2) => ми =” ’ 


где §; — ненулевые корни уравнения g (=) = 0. Корень py (x) — 
наименьший по росту, а именно, 


Lim ро (8)/р; (8) =0, 170, 


9+ 
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что следует из условия 1). Следующие два условия, какиви. 2.1, 
гарантируют некоторую правильность поведения коэффициентов 
уравнения (41) на бесконечности: 


3) даа <oo, где 


Е (2) = 2 ([n-nargicen | [тт + | neeagines Plt 8 
2 
р [дла || t [22 + [Ча-кыЧаы | РА). 


4) lim Qn Gast? = 0. 
xo 
Эти условия выполняются, например, в случае, когда коэффи- 
циенты уравнения (41) имеют вид (43) и q(x) = ax%, a> —1, 


а 52 0. 
Введем обозначения 
(Пи 1 а 
Pj (=) ~~ oO ae In by (т, Р; (z)) = 
— [lp (x, ров)" У (= 1)" gies @ BE (@), (44) 
k=0 
75 (вв) =exp {e7 | p;() dt + |p mat}. 


Из условий 1), 2), 4) следует, что 
р} (2) = 0(p; (2), 20, 
при всех j 5 0. Кроме того, при 2 —> 00 


a /. 21-1 491 (2) +0(а, (2)) | 
P(t) = — т ate) ‚ 1320, 


ph? (a) = 0 (qn (2)/а, (2). 


Если функции Ве (р; (x) — р, (2)) не меняют знак при & >> 1, 
при всех j, К, то уравнение (41) имеет DCP, состоящую из решений 


вида 
у; (т, в) = Я (т, =) [1 + erp; (=, OQ F< 2n. р (45) 


Для остаточных членов справедливы оценки 
I; (т, =) | <# (2), Ш (2) =0, 
100 


при 0 << &, & > x (gq), Te & достаточно мало. Асимптотика 
15) является двойной. 
4 
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Положим ¢ = 1, и пусть 4+: (2) > 1 при x > оо. Тогда форму- 
лы (45) можно упростить: 
x 
93 (2) = Г, (ву exp {Sp; dt}, roo, j=t,...2n, 
Xo 


Yo (2) = [41 (w)J 12°, д -> оо. 


3.5. Уравнение третьего порядка. Pacemor- 
рим уравнение 


ly = (вы + | (bs + ay’ | + iy’ + |b 4-40] y= tay (46) 


на полуоси z > 0, где а, (5), b; (1) — вещественнозначные функ- 
ции, 6, (x) 0, так что оператор 1 — формально самосопряжен- 
ный. Пусть р 5-0 — вещественная постоянная. В работе [74] 
найдена асимптотика DCP уравнения (46) при 2 > oo и вычислены 
индексы дефекта симметрического оператора LB L, (В+), отвечаю- 
mero 1, при следующих предположениях: 


1) [1 (т), be (2) = С? (В*), ао (2), aa (2) Е С3(В*), 
lim bg (2) =1, lim | ao (2) | = 2, 


lim ay (2) 5" (2) = 45 (3/2)2/3, 
оо 
и функция do (5) 52 0 при х >> 1. 
2) Функции 
bijag!®, бра бо", даб, ааа, Фрау", аа 
стремятся к нулю при & -+ oo. 
Характеристическое уравнение имеет вид 
| 7 1 i‘ | 
1 (x, p) == — бы (x) “+ (ма (2) — Ps (@)) *— di (Юр + 
4 41, 
+ | ido (2) — 56 (2) + в | =0. 
Рассмотрим уравнение 
wy — dy? +1 = 0. 
Корни этого уравнения различны при 4 = (3/2)%/3 и отличны от 
нуля. Если 4 < (3/2)?3, то имеются вещественный корень 1, и 
два комплексно сопряженных корня Yo = 1g, Im yn, > 0. Если 


d > (3/2), то все три корня вещественны: Ny < Ne < 1. Из ус- 
ловий 1), 2) следует, что корни уравнения (47) имеют асимптотику 


Px (2) = 24° (2) In, + 0 (1), 2 o. (47) 


Следующие условия — ограничения на «правильность» пове- 
дения коэффициентов уравнения (46) на бесконечности: 
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3) Функции 


|bal, ба, еее, [0s /aol, [а /ао], 
лаб, [by ae |, |ao/ag’®|, | Bs/ag!*], 
Гуа", Тау", [br/as*|, ae) 


принадлежат пространству Ly | [r, cc) при г > 1: 
4) При любых j, Ёи приз >> 1 выполнено. on из условий: 
а) Re [р; (2) — px (2/1 > 0; 


6) Ве[р;(2) — рь (2) < 0, ; Re [pj () — py @] аз = >; 


в) |{ Ве[р; (2) — px (2)14= | <~. 
Тогда уравнение (46) имеет ФСР вида 


у (2) =[1 + 0(A)] ag" (г)ехр {ps (at}, 2—0. — (48) 


Пример. Пусть 
Ь (2) ==1, Bb, (x) = ax, ay (1) = 523, ag (x) = ca, 


тдес=2 0, у > 0, «< 2y/3, (Ме) A (3/2), Тогда условия 1) — 
3) выполнены. Если (b/c)/3 < (3/2)?! 3, то выполнено условие 4). 
В этом случае можно получить АР для корней р, (x) [74]. 


$4. Системы уравнений на бесконечном интервале 


1. Системы уравнений первого порядка, В гл. II, $ 5, были 
рассмотрены системы, близкие к диатональным, и была построена 
асимптотикаих ФМ. Здесь мы рассмотрим более общие классы 
систем. 

1.1. Системы с асимптотически простыми 
корнями. Рассмотрим систему из п уравнений 


y =A(ay (1) 
на полуоси R*== [0, оо), где A (2) Е С? (В*). Пусть 4 (x) — коми- 
лекснозначная функция, 4 (2) 5-0 при 4>1 и Q(z = 


= diag{Ig (2), ..., [4 (@)I""}. 
Сформулируем условия на матрицу А (2): 
1) А (1) = 9(3)0 (a) В (x) Q* (1), x > 0. 
2) Предел lim В (x) = В (co) существует и конечен, матрица 


В (со) невырождена и не имеет кратных собственных значений. 
3) Им г: (2) == 0, га ==|9’ Па Га Jel] В’ (<) ||. 
х-> 
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4) rz (т) & Ly [0, 0), где 


m=l¢dPlaPt+i@’liPti¢d li¢Prle (2) | + 
+ tat? (В (a) |? + 18” (2) р. 


Здесь || В (x) {| = max | b;, (2) |, В’ (z) — матрица с элемен- 
<). к<п 
тами D3, (2). 
Из условий 1), 2) следует, что собственные значения р; (x) 
матрицы A (x) имеют вид 


р; (2) = 4 (x) 1; (2), 
Tye 1; (x) — собственные значения матрицы В (т). Собственные 


значения р; (x) — асимптотически простые, так как при всех 
j # К существуют пределы 


Jim p;(2)/Px (2) == сл #0, 1, 00. (2) 


Замечания. 1. Если уравнение (12) $ 3 свести стандарт- 
ным способом к системе из п уравнений первого порядка, то эта 
система будет удовлетворять условиям 1), 2), причем 


0 (a) = diag (1, 4(2), 4? (1), -. -, @" (2). 


2. Системы (1), удовлетворяющие условиям 1), 2), являются 
в некотором смысле системами «общего положения». Положим 
d(x) = det А (2). Пусть а (x) > со при x -+ со, все элементы мат- 
рицы А (2) при 2 — oo ведут себя как степени d(x), ее собственные 
значения — как 4№” (5): 


a;; (12) = [ey + 0 (1)1 42 (2). 


Пусть матрица A (52) невырождена по Волевичу, х. е. в разложении 
определителя 


det A (2) =У- ая (2)... ав, (2) 
не все главные члены сокращаются. Тогда 
A (2) == Q, (x) В (x) 0, (2), 
О, (a) = diag (a, . . ., 4), 0, (2) = diag (d4,. . ., 4”), 


n 
причем У ($; + 2) =1, матрица В (+00) существует, конечна 
7—1 

и певырождена. Собственные значения матрицы А (x) совпадают 
с собственными значениями матрицы d'/"BQ,Q,d4/", и из условия 
(2) следует, что $, + Ё = 1/n, так что А (x) удовлетворяет усло- 
вию 1). 

Частным случаем систем вида (1) служат системы, которые 
исследовались в аналитической теории дифференциальных 
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уравнений, с пррегулярной особой точкой x = оо: 
a 
y' =a" У Ау 
K=0 


Здесь r > 0 — целое число, А; — постоянные матрицы, матрица 
А, невырождена и имеет различные собственные значения, ряд 
сходится в области | x | > А. 

Условия 3), 4) — это стандартные требования «правильности» 
поведения коэффициентов матрицы A (2) на бесконечности. На- 
riggs если ay, (2) ~ сл. при х - co, a> —1, то из условий 

1), 2) следуют условия 3), 4). 

Обозначим е; (x), е* (x) соответственно правый и левый собет- 
венные векторы матрицы А (x), отвечающие собственному значе- 
нию р; (2). Напомним, что e; (x) есть вектор-столбец, ej} (x) есть 
вектор-строка. Введем обозначения 


ps?) (2) =— 


7; (2) =exp {| IP) + PP lat}. ©) 
Xo 

Так как матрица В (oo) не имеет кратных собственных значений, 
то существует х, > 0 такое, что при x > 2 имеются базисы 
пы eo (x) } 0 {ff (a), ..., fi (2)} класса C?, состоящие из 
правых и левых собственных векторов матрицы В (2). Эти векторы 
можно выбрать так, чтобы все они имели конечные и ненулевые 
пределы при x —> со. Положим 


е; (2) = О (2) fy (2), F (4) = HF (4) Ot (2). 


Какив$ 3, рб? (2) = о (р; (2)) при 2 - 00. 
Пусть ts ‘пекотором ри при всех А функции 


фл (2) = Ве [р (x) — pr (2) + pS (2) — p? @)I 
не меняют знак при >> 1. Тогда система (1) имест pemenne вида 


уз (2) =7,@) [2 + ы из (x)ex(a)], lim uj, (8) =0. (4) 


Если условие на функции фу, (2) выполнено при всех j, TO система 
(1) имеет ФМ вида 


У) = Го И + бе) ]ехр { [А + А 0] 4}, 5) 
где Ту (2) = (е, (х),..., en (2))т, Л, А@) — диагональные матрицы 


соответственно с диагональными элементами р; (2), ро (2),1<1< 
<», lim || 0 (2) | = 
x00 
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Условие 2) можно ослабить: матрица В (со) может иметь одно 
простое нулевое собственное значение (этот случай аналогичен 
рассмотренному в $ 3, п. 2.2). 

Замечание. Вектор-функция 


2(8) = ехр { \ p\" dt} e; (2) 


есть инварнант в TOM смысле }что она He зависит от выбора собствен- 
ных векторове; (x), е* (x), с точностью до постоянного множителя. 
Двойные асимитотики. Рассмотрим систему 


у = 4A (2) у, (6) 


для которой выполняются условия 1) — 4), и положим 
Фе, exp {2 |p, () 50а}. () 
Xe хо 


Собственные векторы e; (x), e* (x) выберем так же, каки вп. 1.1. 
Пусть 
а [42 = 2, 8) 
© 


| Ве (р; (2) — px) | >> 14 (2) [> 0, #>1, (9) 


при некотором j и при всех k = j. Тогда система (6) имеет решение 
вида, 


у; (t, 4) =F; (а, ^) [е; (в) FAT 4 из (2) ex (2)| (10) 


и для всякого № > 0 существует x (№) < со такое, что при х > 
> x (ho), A> №, 
[jx (4) |< (wy lim в, (7) =0. (11) 
хо 
Таким образом, асимитотика (10) является двойной. 
Если же условие (9) выполнено при всех j, k, j == К, то система 
(6) имеет ФМ вида 


х 


У (2, ^) =То (x) (I + 470) exp {§ [AA @) + A (9] at} р (12) 
Ок, lim k(@)—=0. из) 


Матрицы То, Л, A® те же, что и в формуле (5), оценка для || 0(2) || 
выполняется при A > №, > x (№). 

При указанных условиях формулы (10)—(12) остаются спра- 
ведливыми, когда A лежит в некотором секторе 5: a < argi < В, 
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0<P—a<2n, комплексной плоскости А. Пусть существует 
lim arg 4 (2) = qo, OS qo < 2a; 
со 


тогда можно точнее указать сектор 5. Пусть п} — собственные 
значения матрицы В (co). Положим nf = ие, фиксируем j и 
проведем прямые 


Ве [е® (n* — nf)] =0, ф = arga, 


в комплексной плоскости 4, Эти прямые разобьют плоскость A 
на открытые секторы 5:,..., Sy. Пусть S; — замкнутый сектор, 
лежащий внутри сектора S;. Если условие (8) выполнено, то фор- 
мулы (10), (14) справедливы при A = Sj, так как условие (9) вы- 
полняется. 

Приведем другие достаточные условия, при которых справед- 
лива формула (12): 

а) все собственные значения р; (2) — чисто мнимые; 


6) все интегралы J [Веру (2) | de сходятся. 


1.3. Оценки остаточных членов. Некоторые оцен- 
ки были приведены в гл. 11, $ 5, Пусть выполнены условия 1) — 4), 
(8) и (9) при некотором 7. Пусть при x >> 1 выполняются оценки 


Idi<elaMital > са, fa l<elal*, 
Bisel’ [ld IB itsed@’l+id №14 Г, 
где с >> 0 — постоянная и 


}<2, <2, +<{1Ы—1 y= max (2, — 2,ys—1) — 1. 
Тогда в формуле (11) можно положить 


ky (2) = с. | а, Yo = max (у, у: — 2). 


Оценки для || B’ ||, || В” || выполняются, например, в том случае, 
когда 


В (2) = В + 7% (a) B+..., 


где a > 0, By, By... — постоянные матрицы. 
Пусть 4 (2) = а2°, a > 0, а => 0; тогда можно положить 


Yi. = Yo = 1 — tla, ys = 1—2/а, у = —1— Иа = yo, 


так что ky (2) = O (a */4), Пусть 4 (2) = exp {ax*}, a > 0,a > 0; 
тогда можно положить 

Y= = 8 =Ate, 
где = > 0 сколь угодно мало, так что © 


ky (2) = 0 (exp {((— 1+8 =}. 
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1.4. Почти диагональные системы. Рассмот- 

рим систему из п уравнений 
у =[А (+ (@ly, A(z) = diag (р1(2),..., Pa (2), (14) 

на полуоси x > 0, где Т (x) — непрерывная матрица-функция. 
В гл. И, $ 5, были приведены достаточные условия (теорема Ле- 
винсона), при которых можно найти асимитотику ФМ системы (13) 
при x — со. Другие достаточные условия дает 

Теорема (Хартман — Уинтнер). Пусть||Т (2) |= Ly (0, ©) 
и при всех j,k, j Ak, 

| Re (р; (2) — рь (2) 12е>0, 2. 


Тогда система (13) имеет ФМ вида 
¥ (a) = +04] ехр { МА (0 | diag V @)] dt}. 


Pac смотрим систему 


им У + Ву, (15) 
где А — постоянная матрица с различными собственными значе- 
ниями р.,..., Ри, матрицы-функции V (2), В (x) непрерывны при 


«> 0. Приведем достаточные условия, при которых система (15) 
имеет ФМ вида 


oe 


¥ (x) =[T +o(tJexp{JA@adt}, 2+. (16) 


Xo 
Здесь A (т) имеет вид (14), где р; (2) — собственные значения мат- 
рицы А + V (x), матрица 7 приводит матрицу A к диагональному 
виду: TAT = diag (p,,..., Pn) == Л. 
Обозначим 


5+; @, 2) = Во | [px (s) — 2; 614. 
t 


По определению функция 5,; принадлежит классу Ну, если . 
Say (то, -+00) = оо, Sx3 (2) > с <“ 
и 5,; принадлежит классу Н», если 
510.) 36 m<t<z. 
Здесь с — постоянная, 2) > 0 — достаточно большое число. 
1) Все функции 5,; принадлежат либо классу H,, либо 
классу Н.; 


= 


limV(z)=0, | (IV @I +] @) 042 <>. 


2—0 
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Примеры. 1. Рассмотрим систему (15), где 


01 
о, Во, 0«а<4. 


fo 0 
А= [0 ap ув == | 
Собственные значения матрицы А + V (2) равны 


4 
2 


po (2) =1 -- VT fat = 2 + O (22), 


ра (2) =1— Ут = — 


att -- 0 (2), 


так что Re [p, (x) — р» (z)] = 2 + О (27°). Теорема Хартмана — 
Уинтнера применима при & > 1/2; в этом случае 
10 
Y (2) =[I + 0(4)] Е = |) #0. 


Так как || V’ (x) || = О (2-91) при x > оо, то условие 1) выполне- 
но и при 0 <a «< 1 имеем 


ехр 
У (2) =[I +0 (4)] = . 
0 exp р (t) at} 


В частности, при & = 1/2 
; 2 9 
Ио, дл] - 


2) Существует целое число k> 0 такое, что матрицы VC (2), 
В (x) непрерывны при х > 0: 


lim V ()=0, 053542; 
|792) [Е 2» (0,0), 1515 А—1. 


Функции || V (2) БИ” (2) ПУ” (2) 1, ПР (2) | принадлежат про- 
странству L, (0, со) и все функции 5,; принадлежат либо классу 
Нъь, либо классу Н.. 

Условие 1) — частный случай условия 2). 

2. Рассмотрим систему 


"= уче | 


] у, v(a)=aPsin zt, 


01 
11 


Пусть 1/2 <В=<1, (1 — ВК {+ 1) <а< (1 — Ву, тде k > 
21 — целое число. Имеем 


Риз (2) = ТУТ — 0 (2), Ве [р (2) — р, (1)] = 0, 21, 
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и можно проверить, что остальные требования условия 2) выпол- 
нены. Система имеет ФМ вида 


4 i i 0 
о зы, 


4 


с) = —- \ ГВ sin? A dt. 
2 


за 


Заметим, что #0 (2) EL, 1, со) при О <} < - 1. 
3) Вещественные части собственных значений матрицы A раз- 
личны; матрица И’ (x) непрерывна при x > 0; 


LimV (9—0; ЦИФРУ ИУ Пе, =). 


3. Рассмотрим систему 
et 0 i: fo 4 
у =| _ilyte@ |4 | у, 
rye v (x) — функция из примера 2, В — 1/2. В этом случае v (x) ЕЕ 
22 Г, (1, со), т. е. условия теоремы Хартмана — Уинтнера не 
выполняются, но 


и (2) Е ТГ, (1, ®), в (зи (2) S Г (1, ®), 
и все требования условия 3) выполнены. 

4) У (x) = ТУ, (2) + У, (x); матрицы У, (2), Vi (x) абсолютно 
непрерывны на любом конечном отрезке 0 За<х<; 


(У: (1-Е И (9) НТ; + ГР ГИ 9 | 
+18) [ЕЛ ©, x). 


При некотором # и при всех j = К все функции S,; принадлежат 
либо классу H,, либо классу H,. Тогда система (15) имеет решение 
х 


yr) =exp{\ ОО (17) 


гдее, — собственный вектор матрицы A, отвечающий собственно- 
му значению р». Если последнее условие выполнено при всех }, то 
система (15) имеет ФМ вида (16). 

4. Этот пример показывает, что класс систем, удовлетворяю- 
щих условию 4), шире, чем класс систем, удовлетворяющих усло- 
виям теоремы Левинсона (гл. II, $ 5). Рассмотрим функцию 

oo ce 4 " 1 - 
sin 
=) пед, а, 
ха 
Очевидно, что v (xz) > 0 при x — со, но 


v (2) = — 2% cos x% + 0c), 
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так что v (x) & L, (1, оо). Далее, 
и (x) = ax! sin 27 < L, (1, 00), 
и (@ PEL, и. oo), Ш’ (x) Фет, (A, oo), v" (x) ЕЕ Г, (1, >). 
Приведем обобщение теоремы Хартмана — Уинтнера. При 


x > 1 существует матрица О (1) с нулевыми диагональными эле- 
ментами такая, что 


Е О (® ТА ++ ОТ и чо = А (9, 


где A (x) имеет вид (14), и такая матрица О (2) единственна. Odo- 


значим 
А (2) = A (2) — diag [0 + О (2) 0’ (2). 
5) Существует целое число А > 0 такое, что матрицы V (2), 
В (x) непрерывны при х > 0, все функции 6х; (x) принадлежат 
НОН, и 


Ит РО (1}=0, 0< 


Xoo 


[VO (2) [< = 0, <), 1 
ШУ“ (2) | + | В (2) Пе 1 (0, x). 


Тогда система (15) имеет ФМ вида 


У (2) = годен [| (oat, t-> 00. 


5. Рассмотрим систему 
“4 


7_ fi 0 го 0 —= sin 21/2 , 
а р —1 un [wv cos 21/2 0 ve 
Собственные значения р; (x) равны 
Pie (2) = (1 М sin Qrt/2 — + 21 sin? 221/2) + O (a8), 


В этом случае || V (2) || & Ly (1, 00), || V (2) III] V’ (2) || & £1, ©), 
но || V" (2) || ЕД, (1, ©), || У’ (x) | = КЁ, (1, оо). Далее, 


fi (2) =i (1 + 271 sin 244 — + asin? 2) + 
+ pe sin? elt + 0 (798), 
Pe (5) = —1 (1 al? sin 241? — = sin? 21) — 
1 | Я 
— gp cos? xt’? + O (a-9/2), 


так что Ве [p, (x) — Dz (2)] = 421 4+ O (a7), и условие 5) вы- 
полнено. 
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1.5. Системы с асимптотически кратными 
корнями. Рассмотрим систему (15) на полуоси x >> 0. Пусть 
степень минимального многочлена f(A) матрицы А равна и, так 
что он имеет вид 


(р) = Пе", Sm=n, 
k=l kee 


пр; 52 р, при ] => К. В этом случае жорданова нормальная форма 


матрицы А состоит из 7 жордановых блоков порядков п1,.. ., lm 
и матрица А имеет ровно т линейно независимых собственных век- 
торов е,,..., ет, Ае; = рю. 


Положим г -- 1 == шах n,. Пусть матрица V (x) абсолютно 
непрерывна на любом конечном отрезке ГС. В*, матрица R (zx) 
измерима по Лебегу и выполнены условия 


limV(@)=0, fa" [VY @) | -+2" | R@) ЦЕ 0, ©). 


Пусть pj, (2) — собственные значения матрицы A +- V (2), 
1<j<qm,1<k < n;. Введем условия: 

1) Функции ру; (2) абсолютно непрерывны при x >> 1, и их 
можно выбрать так, что 


lim ра. (2) =р» 153]5т, 155) 
а 


© 
2) \ г’ | ра (x) | de < > при всех допустимых }, К. 
Условие 1) является наиболее ограничительным. Оно эквива- 
лентно следующему: существует матрица О (2), lim О (2) =0, 
a 


такая, что 
(T+ Q (2) (A + V (a) (Г-- Q (a) = diag (A, (2), ..., Am (2), 


где Л; (x) — жордановы блоки вида 
Г р; (=) 1 0 


А == 7 
0 Ру (1) 


Положим уу (2) = pa (2) + (4 — 1)/т, и пусть все функции Sop 
принадлежат одному из классов H,, H,. Тогда система (15) имеет 
ФСР вида 


x 
vin (a) = 24 exp [ р (O dd} [ey +0 (1)h 
1575 т, 19k <n; 
B un. 1.4, 1.5 приведены результаты работ [70—73, 77, 78]. 


(18) 
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1.6. Канонические и гамильтоновы си- 
стемы. Рассмотрим систему вида 


Jy’ =H (2) у (19) 


на вещественной оси, Н (x) <= С? (В). Система (19) называется 
канонической, если Н (x) — вещественная симметрическая матри- 
ца-функция, J — постоянная неособая кососимметрическая мат 


рица: 

ИТ (2) = H(z), ЛТ = — J, 
Число уравнений канонической системы четно; обозначим его 2п. 
С помощью подстановки у = Tz, где Г — постоянная невырояс- 
денная вещественная матрица, каноническую систему можно при- 
вести к такому виду, что 


а № 
a a. 
Здесь 0, J, — нулевая и единичная (п X п)-матрицы, J? = —I,,. 
В дальнейшем положим J = Jo, в системе (19). 
Система вида (19) называется гамильтоновой, если Н (x) — 


эрмитова матрица-функция, J — постоянная невырожденная ан- 
тиэрмитова матрица: 


H* (2) = H(z), J* = —Л. 
Здесь знак * означает операцию эрмитова сопряжения: если 
HT (x) = (hy, (2)), то Н* (x) = (й,,; (2)). Гамильтонова система со- 


держит, четное число уравнений (обозначим его 27), и ee можно 
привести к виду 


— бу = H (a) y, (20) 


где H (x) — эрмитова матрица-функция, 


1 
c=| © < |: p+q=2n. 
Ч. 


Приведем известные свойства канонических и гамильтоновых 
систем. Пусть У (2) — ФМ гамильтоновой системы. 
1. Справедливо тождество 


Y*(z)JY (2) == const. 


= 
Вещественная квадратная матрица А порядка 2п называется 
симплектической, если 


AT Jan A = Ли, 


2. Пусть У (x) — вещественная ФМ канонической системы. 
Тогда матрица У (x) У! (20) — симплектическая. 
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Какив$ 2, скалярное произведение векторов у = (у1,.. ., Ик)" 
2 = (2, ..., 2)? определим формулой 
К 
ь 
У 25Yj- 


j=l 


(у, 2) = 


3. Если у (2), 2 (2) — решения гамильтоновой системы, то 


(Jy (2), 2 (x)) = const. 


Свойства 2, 3 — следствия свойства 1. Hoan J = Jon HY (2), 
2 (x) — вещественные решения канонической системы, TO тожде- 
ство свойства 3 имеет вид 


3 tue (2) mse) — Yaa (2) 24 (2)] 00. 


Рассмотрим матричные пучки J (x, р} = H (2) — pJ, аесоци- 
ированные с канонической и гамильтоновой системами, где Л = У,» 
в случае канонической системы uJ = —iGB случае гамильтоновой 
системы. Фиксируем хо > 0. 

4. Если р — собственное значение канонического пучка L, то 
—р, р, —р— собственные значения. Если р — собственное значе- 
ние гамильтонова пучка L, то р — собственное значение. 

Правые и левые, собственные векторы пучка L связаны сле- 
дующими соотношениями. Предположим, что е — правый соб- 
ственный вектор пучка L, т.е. He = ple. 


5. Если Г — канонический пучок, то еТН = — рет/. Если 
Г — гамильтонов пучок, то еГН = —рет/. 


Собственные векторы пучков косоортогональны. Предположим, 
что Не = pJe, Hf = qJf. 
6. Если L — канонический пучок, то 


(Те, ) =0, p+q4#0. 
Если Г — гамильтонов пучок, то 
(Je, f)=0,p+q40. 


Рассмотрим канонический пучок L при следующем предпо- 
ложении: 

1) Собственные значения пучка L (x, р) различны и не обра- 
щаются в нуль при х > 0. 

При{х = 0 все корни пучка, лежащие в первом квадранте 
Вер > 0, Im p >,0, можно разбить на три группы. 

I. Чисто мнимые корни. 

II. Вещественные корни. 

III. Комплексные корни (Вер > 0, Im p> 0). 

При_п = 2 корни принадлежат либо группе I, либо группе II. 
Если 1; — число корней ]-й группы, то 21, + 21, + 4, = 2n. Из 
свойства 4 и условий на пучок / следует, что при всех z > 0 корни 
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остаются в своей группе (т.е. если Вер (0) =0, Im р (0) >> 0, то 
Вер (x) = 0, Im p (5) > 0 при т > 0 для корней первой группы 
ит.д.). 

Соотношения ортогональности свойства 6 также сохраняются 
при всех х > 0. Рассмотрим один из наиболее важных для при- 
ложений случай: 

2) Собственные значения пучка Г — чисто мнимые. 

Тогда их можно представить в виде iq, (2), —-igy (x), ..., М» (т), 
—ig, (x), где а) (2) > 0 приз >> 0. Обозначим эти собственные зна- 
чения р, (x), Py (х),..., Pon (2), так что Py, (2) == рэк (<). Пра- 
вые и левые собственные векторы пучка L также можно сгруппи- 
ровать парами: 


{er (x), г, (®), «+ +5 &n (2), в, (®}}, 
{ef (a), ef (2)... 3 (2), #1 (a); 


нумерацию для них возьмем ту же, что и для корней р; (x). Введем 
матрицы 


A (x) = diag (р: (2), ..., Pan ()), 
То (#) = (©, (2), в (2), +s Cn (2), ви (2); 
тогда То’ (x) ЛТь (2) = —Л (xz). Нормируем векторы e; (2) так 
чтобы 
ef (x) Ле; (2) =1, x >0; (21) 
тогда 
T's (2) == (Cf (a), ef (x), «¥en (9, ей (2)» 


TS (2) JT 9 (2) = Tan. 


Рассмотрим вначале простейшие условия на поведение матри- 
цы-функции H (x) при д — co: 
3) Предел lim H (x) = H (оо) существует и конечен, 


хо 


det (>) == 0, риа 


Тогда матрицу Ть (т) можно выбрать.так, чтобы существовал 
конечный предел 


lim P(e) = То (59), dot То (55) 0. 


оо 


Если условия 1) — 3) выполнены, то каноническая система (19) 
имеет ФМ вида (16), где Т = Lo (оо). Решения, образующие DCP, 
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имеют вид 
х 
пра (о) =exp [1 а del [6,00], 2х, 
0 
Yor (1) == Yorn (2. 
Для ФМ канонической системы 
Лу = АН (т) у 


при условиях 1) — 3) справедлива асимитотическая формула вида 
(12) (двойная асимитотика). 

Пусть условия 1), 2) выполнены, матрица Я (x) удовлетворяет 
условиям 1) — 4) из п. 1.1. Введем функции 


pf? (e) = ef 6) 146. aia 


Эти функции вещественнозначны, и рф (x) = p$y (x) в силу нор- 
мировки (21). 

Если все функции Ве [pS (x) -- р® (2)] не меняют знак при 
S> 1, то каноническая система (19) имеет ФМ вида (5). 

2. Системы уравнений второго порялка. Рассмотрим систему 
из п уравнений 


у’ = АМА (x) y (23) 
на полуоси Rt: x > 0, где А 0 — параметр, A (x) — C? (В*). 
Пусть p; (x), ...,Р, (1) — собственные значения матрицы A (5). 


Системс (23) отвечает матричный пучок L (т, р) = pl — A (2), 
собственные значения которого равны + |/р; (т). Введем условие: 

1) Функции р, (7),..., р, (2) различны и отличны от нуля 
при «> 0. 

Фиксируем ветви функций yp, (7), ..., Ур, (т). В силу усло- 
вия 1) эти функции принадлежат классу С? (В*). Следующее усло- 
вие означает, что собственные значения матрицы А (7) асимпто- 
тически простые: 

2) При любых 1, А пределы 


lim ру (®)/рь (2) == ep, 
хо 
существуют, конечны и су. 52 1 при } 52 К. 


Из условий 1), 2) следует существование функции 4 (1) = 
c& С* (В*), 4 (2) A Оприх > 0 и постоянных с; 2 0 таких, что 


р; (®) = [е; +9 (1)] 9 (2), #— о, (24) 
тде с; 52 с, при jk. В силу условия 1) существуют базисы 
{e, (2),...,е (2)}, {@ (x), .. «, en (2)} класса С? (В*) из правых 


и левых собственных векторов матрицы A(z). Нормируем их- 
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условием 
6; (x) es (2) = 1; (25) 
J 


тогда матрица 7 (x) = (e; (x), . . ., &, (x)) приводит матрицу A (2) 
к диагональному виду 


Т 1 (x) A(x) Т (x) = A (x) = diag (р (x), ~~ ++ Pn (2), 
a T™! (2) — матрица со строками e (x), .. ., es (2). Положим 
PS? (2) = — & (x) ej (2), AM (2) = diag о ГО (2)... РФ). 
(26) 


Введем условия, которые аналогичны условиям 1), 3), 4) из 
п. 1.1: 


3) Ша (17 Па” + [а "| 7*(@) 7’ (&) |) = 0. 
4) Функция 
bO) =I Blah? + lalla e+ 
+ Iga Pel Tord + leah rar ye + Га Га (ГР 
принадлежит пространству L, (0, со). 


Из условия 3) следует, что р‘? (x) = 0 (р; (2)) при x > с. По- 
ложим 


Ес, N= Ce 9 faa Vi ars (a wah, 27 


ЧЕ (vd) = Gi (w, №) [ex @) + YE (x, ^)]. (28) 


Пусть условия 1) — 4) выполнены; приведем условие, при ко- 
тором для решений системы (23) справедлива двойная асимито- 
тика (при х-> co и при ^ —> --оо). Это условие сформулируем 
в двух вариантах. Обозначим 


и; (2) = УР; (@), вин (2) = — Ур; (®), 15] <n, 


5 (6,2) = (®) — и» ()] т, (29) 


SP (2) = р) — pl (J ac. 
t 
5a) Re Sj, (0, --со) = со, 152 К, | 
Ве [p\” (2) — р°? (z)] = о (Ве (п; (2) — py (у, #—> =. 
56) | Re Sy, 0, +20) |< оо, sup | Re 5% (t, =) | < 00. 


Если при некотором # и при всех j + Ё выполнено одно из ус- 
ловий 5a), 56), то система (23) имеет два решения yf вида (28). 
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При этом для всякого № > 0 существует х (Ay) < со такое, что 
при A > Ao, x (A) > a (Ao) справедливы оценки 
11} @ ^) |< ea), lim p@)=0. (30) 
хо 


Если же эти условия выполнены при всех К, то система (23) имеет 


ФСР, состоящую из решений y1, .. .; Yar И, e+ И» вида (28). 
Кроме того, 


“ae Vi (2, = УР, @ GE (в, №) [ex (2) + AGE (wD), 


где вектор-функции fi обладают теми эке свойствами, что и ff. 
Замечание. Фиксируем A> 0, и пусть при некотором 
Ки при всех 7 52 К функции 


Re [р (2) — py (2) + ph? (2) — в @] 


не меняют знак при х°> 1. Тогда система (23) имеет решения yt 
вида (28), (30). 
Рассмотрим матричное уравнение вида (23): 


У” — А (2) У =0, (31) 


rye У (x) — (п X п)-матрица, и пусть выполнены сформулирован- 
ные выше условия. Тогда всякое решение уравнения (34) пред- 
ставимо в виде 


У (a, A) = Y* (x, №) С' (A) + Yo (a, A) C7 (A), 
где C+ (A) — матрицы порядка n X п, 


УЕ (x, )=T (a) [I + АО (x, AT (x) x 


“exp fant AW at diag (71 (t) 7” (0) dt}} , (32) 


Xo 


rye U+ (x, ^) || обладают теми же свойствами, что и || fF (x, ^) ] 
(см. (30)) 
Аналогичная формула справедлива для производных 


9. УЕ (2,2); в формуле (30) следует заменить матрицу Л-“/ (x) 


на матрицу --AA (7) и матрицы Ut на матрицы ЛЕ с теми же 
свойствами. 

3. Системы уравнений произвольного порядка. Рассмотрим 
систему из п уравнений 


т—! 


yom) — х №Мт-аА, (2) yO = 0 (83) 
К==0 1 
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на полуоси x > 0, где 1, > 0 — параметр, А, (7) = С? (В*) при 
всех К. Системе (33) отвечает матричный пучок 
т-—1 
L(x, p)=p"l— У pA, @). 
Ko 
Пусть р; (x) — собственные значения пучка Г, т. е. решения 
уравнения det L (x, р) = 0. Будем предполагать, что все корни 
р; (т) — простые, и введем базисы из правых и левых собственных 


векторов пучка {е; (2), ..., Cnm(a)}, {её (2), ..., ей» (2)}, норми- 
рованные условиями 
eF (a) Г, (т, р) (a) е; (2) = 1. (34) 
Введем функции 
/ ass р. 
Р® (1) = — (ее; т 3 Ее; , (35) 


где значения зекторов e* , e; берутся в точке х, значения произ- 
водных L — в точке (x, р; (2)). Пусть функция 4 (x) и матрица- 
функция Q (x) — такие же, как и в п. 1.1. Введем условия: 
1) А, (x) = gr (x) О (x) В, (2) Q(z), пределы lim В, (2) = 
Xoo 


= В, (+-оо) существуют и конечны. 
2) Корни 1; уравнения 


т—1 
det | "Г — У mB, (<) | =0 
k=0 


различны и отличны от нуля. 
3) Условия 3), 4) из п. 1.1 выполнены, если заменить в них 
т 


| (2) || на У | В, (2) |. 
#0 


При т = 1 эти условия совпадают с условиями п. 1.4. Пусть 
выполнены условия (8), (9) при некотором 7 и при всех А Aju 
J; (x) определяется формулой (3). Тогда система (31) имеет ре- 
шение у; (т, A) такое, что 

: пт 
У? (в, 4) = ра (@) Ty (ws) |e; (®) +9 Dy Min (Jey @)| 
0<s<m, (36) 


где функции Uj, обладают теми же свойствами, что и функции 
Uj, в формуле (10). 

4. Основные (методы доказательства асимптотических формул 
для решений дифференциальных уравнений и систем. Асимитоти- 
ческую формулу прежде всего необходимо угадать, и тут вряд 
ли можно сформулировать какие-либо общие принципы. После 
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того как формула найдена, ее доказательство в большинстве 
работ расцадается на два этапа. 

1. С помощью подходящего преобразования (замена перемен- 
ной и неизвестных функций) уравнение (система) приводится 
к виду 


(lo + hi) у=0, 


где уравнение /py = 0 решается точно, a оператор [1 можно pac- 
сматривать как малое возмущение, 

2. Уравнение [у -= —Цу решается как неоднородное уравне- 
ние с правой частью — Цу и исследуется возникающая при этом 
система интегральных уравнений. 

Различные преобразования уравнений и систем встречались вы- 
ше (гл. II, $ 1; гл. ТУ, $2; гл.У, $$ 1,2, ит. д.). Приведем основные 
интегральные уравнения. Пусть имеется система из п уравнений 


у = [Ao (2) + Ai (®)] у, (37) 
причем система 
# = Ay (2) 8 


интегрируется. Обозначим через У (x), 2 (xz) ФМ этих систем. При- 
меняя метод вариации постоянных, получаем интегральное урав- 
нение 
¥ (x) =Z (2) + | 2021 AL (OY (at 
T(x) 

для ФМУ (2). Здесь Г (2) есть (п X п)-матрица, элементы которой. 
jx (2) — интервалы вида (ту, 2) (или кривые в комплексной пло- 
скости x, соединяющие фиксированные точки ху и 2). Полагая 


У (2) =2@) (2), 
получаем основное интегральное уравнение 
W = И + KW, 


(KW) = \ 204.020 а. (38) 
T(x) 


Неопределенным остается выбор матрицы путей Г (2). Желательно 
выбрать ее так, чтобы к уравнению (38) был применим какой-либо 
принции неподвижной точки. В этом случае удается получить не- 
которую информацию о ФМ У (2). 

Во многих случаях, в частности, рассмотренных в предыдущих 
главах, удается построить асимптотику не ФМ, а лишь некоторых 
решений системы (37), и вместо матричного интегрального уравне- 
ния (38) использовать векторное интегральное уравнение. Полу- 
чим это уравнение в случае, когда 


Ao (2) = Л (2) = diag (р: (2), ..., Pn (2)). 
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Введем обозначения 

х 

51,2) =} p(t) dt, 52) =5, (62) —5, (6,2), 
t 
Я, (Cys =) = exp {S; (Zo, 2)}, Y= Jj (то, к), 
8=2, (то, <) Tis 
где fj — вектор-столбец с компонентами §;,. Тогда для w получим 
интегральное уравнение 
w= fj-i А; (и), (39) 


где К; — интегральный оператор: 

x 

(Кид = \ exp (Sry (6, ®) LAr (0 w (| at. 

=) 
Неопределенным остается выбор путей y,; = (x;j, 2). Эти пути 
желательно выбрать так, чтобы в некотором банаховом простран- 
стве В норма оператора К; была малой: || К; |в < 1. Тогда для 
решения уравнения (39) получим оценку типа 


|| w — f; в Sell А, lle. 
Рассмотрим два простейших случая. 


1) Пусть J = [а, 6] — конечный отрезок, a<ib, A> 0 — 
болыпой параметр, 


A, (2) = ^*В{), А = Аа (p, (x), . + Bo (2), 
где функции р; (x) и элементы матрицы В (x) принадлежат классу 


С (1). В качестве В возьмем пространство вектор-функций w (x) 
с компонентами класса С (Г) и с нормой || w (2) || = max | ш (2) |. 


: xe. 
Пусть при данном ] все разности @,; (2) = Ве [p; (z) — р; (x)] 
не меняют знак. Положим 
д; =06, если $,, (2) <0, 
д.) =а, если фу; (2) > 0. 


Тогда при Ё & (x,;, 2) получим 


Ве [AS (Е, z)] < 0. (40) 
Следовательно, : 


Гехр {Ан (4, 2)} 1 <4, tS ya @s (At) 


и потому || К |в < cA *7*< 1 при ^ >> 1. Bra. I, § 7, было пока- 
зано, что если функции ф,; (x) могут менять знак, TO для решений 
системы (37) не существует асимптотических формул, пригодных 
при А > - со на всем отрезке J. 
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2) Пусть Г = [0, со), матрицы A (x), A, (2) удовлетворяют тем 
же условиям, что и в случае 1), А=1и|| В (2) || = Г; (0, ©) 
(этот случай почти полностью совпадает с условиями теоремы Ле- 
винсона (гл. II, $ 5)). Потребуем дополнительно, чтобы 
lim || В (x) || = 0 и чтобы 


хе 


К фь; (2) ах = +- ~, если ф,;(2)>0, hj. 
9 


Положим 
т) =, если Ф,; (1) < 0, (42а) 
Lj = 0, если ф,; (1) > 0, : (426) 


где а >> 0 будет указано ниже. Тогда при t == (x,;, 1) неравенства 
(40) выполняются. В качестве В возьмем пространство вектор- 
функций класса C (Г), ограниченных при х — Г, с той же нормой, 
что и в случае 1). Тогда 


(Kp) (8) |5 в В (9 I at, 


(Кг). @)1< real | Ва 


при z> а соответственно в случаях (42a), (426). Если a> 0 
> 

таково, что ( |B@|dt<1, то |К,;|в<1Ти к уравнению (37) 
a 

применйм метод последовательных приближений. 

Однако этого недостаточно для доказательства теоремы Ле- 
винсона: необходимо еще доказать, что (К) (2) -> 0 при д > oo, 
если w (2) = В. Для компонент (К 5), в случае (426) это следует 
из условия B, = L, (0, со). В случае (42а) воспользуемся более 
точной оценкой 


| (Kye), (x) | Ива, (2), 
Ty; (©) = Цехр {Ве Si (6, 2) | BO | dt. 


Применяя правило Лопиталя, получаем 


fexp (Ве 5, В (0 at 


ЛЬ о 


Из этих соотношений следует теорема Левинсона. 
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Замечание. Решение ш; интегрального уравнения (39) 
удовлетворяет краевым условиям: 


ту, (а) =6;. в случае (42a), 
w;, (>) =0 в случае (426). 


Аналогичным краевым условиям в точках х -= а, © = b удовлет- 
воряют решения системы с большим параметром A, Для acumuto- 
тики решений этих систем имеют место явления типа пограничного 
слоя (гл. IT, $ 3, п. 3). 


§ 5. Уравнения и системы в комплексной плоскости 


1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение п-го порядка 
lw = w™ -|- dg, (2) WY --... № д, (2) w = 0 (4) 


и систему изп уравнений 
w’ = AA (2) ш, (2) 


где А >> 0 — параметр. Уравнению (1) и системе (2) отвечают ха- 
рактеристические уравнения 


1(2, р) = р" + 4 (2) p™" +... + 9, (2) = 0, 
1 (2, р) = det (А (2) — pl) = 


корни которых обозначим ру (2), ..., Pn (2). 

Пусть D — односвязная область на комплексной плоскости 5, 
возможно, неограниченная. Всюду в этом параграфе предпола- 
гается, что 

1) коэффициенты уравнения (1) и системы (2) голоморфны 
в области D; 

2) корни р, (2), ..., Pn (2) различны при всех 8 ЕД. 

Таким образом, уравнения (1), (2) не имеют точек поворота 
в области Д. Уравнения и системы с точками поворота будут рас- 
смотрены в $ 6. В этом параграфе исследуется асимптотика решений 
уравнений (1), (2) при 4 > -|- со, а также при 2 — oo, если D — 
неограниченная область. Все асимптотические формулы точно 
такие же, как и в $$ 1—3, меняются лишь условия их примени- 
мости. 

2. Уравнения и системы в ограниченной области без точек по- 
ворота. 

2.1. Асимптотическая диагонализация' 
системы. Пусть D — односвязная ограниченная область с ку- 
сочно-гладкой границей 0D и условия 1), 2) выполнены в ее замы- 
кании [7]. Тогда все корни р! (2), ..., Pn (2) голоморфны в [0]. 
Существует матрица-функция TJ (2), голоморфная и невырожден- 
ная в [D], которая приводит матрицу А (2) к диагональному виду 


Т* (2) A (2) Т (2) = diag (р, (2), ..., Pn (2). 


(3) 


: 


mn 
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Действительно, ранг матрицы B (2) = A (2) — р, (2) J тожде- 
ственно равен п — 1 при z = [2]. Пусть By (2), ..., Вы (2) — 
миноры, отвечающие элементам 611 (2),..., Dyn (2) матрицы В (2). 
Не ограничивая общности, можно считать, что в некоторой точке 
20 = D один из этих миноров отличен от нуля и потому в некоторой 
окрестности точки Zp вектор-функция 2; (2) = (By (2),..., Bin (2)) 
будет голоморфна и отлична от нуля. Вектор-функция @&, (2) мо- 
жет иметь лишь конечное число нулей 21,..., змв [2]; обозначим 
т, минимальный порядок нулей ев компонент в точке 2. Тогда 
вектор-функция e)(2) -= (2 — 2) ... (2 — 2х)М8, (2)? будет го- 
ломорфна и отлична от нуля в [2]. Точно так же строятся осталь- 
ные правые собственные векторы е, (2),..., се» (2) матрицы A (2). 
Матрицы функции Г (2), Г`* (2) и все их производные ограничены 
в [Ь]. 

Замечание. Если условия 1), 2) выполняются в открытой 
области D, то и›-прежнему можно позтроить голоморфную и не- 
вырожденную B.D матрицу-функцию 7 (2), приводящую матрицу 
А (2) к диагоналному виду. Однако ее производные или производ- 
ные матрицы-функции 7" (2) могут быть неограниченными BD. 

Из рассуждений, проведенных в п. 1.3 $ 1, следует существо- 


вание матриц-функций 7, (2), Т. (2),..., Гл (2) и диагональных 
матриц-функций Ag (2), ..., Ах- (2) таких, что преобразование 
ы N-1 7 
w= T (2) [7 > Т,. (2) \u 
k=0 } 


приводит систему (2) к диагональному виду 
и = [АА (2) + Ad (+... APY Ayer (2) + ВУ (а, М] и 
с точностью до О (^^). Здесь N > 1 — любое, все указанные мат- 


рицы-функции голоморфны в [2], 
Ло (2) = А(^, Ву (2, №) | [РУ 4>4, 


As (= — diag (7 вет @)). 


То же самое имеет место для системы первого порядка, эквива- 
лентной уравнению (1). 

2.2. Канонические пути н допустимые 
области. Введем стандартные для данной главы обозначения 


5; (20, 2 (4) 


| pi а, Sz ( 


Все интегралы берутся по путям, лежащим в [0]. Пусть кривая 
Vix (а, 5) соединяет точки а, $ и функция Ве Sj, (а, 2) не убывает 
при движении 2 OT a K вдоль этой кривой. Тогда кривая yj, назы- 
вается каноническим, путем (ср. гл. ПТ, $ 1). Каноническим вектор- 
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путем ‘yj (bj, 50), 6; = (Фл,..., 0т), © концом в точке Zp назы- 
вается вектор, компоненты которого — канонические пути 
Vix (Бу 20), 13 Ё < п. Матрицей (или звездой) канонических 
путей Г (b, 20) с концом в точке 25 назовем матрицу, столбцы кото- 
рой — канонические вектор-пути 7; (61, 20), ..., 1» (6, 59), 
В = (b,,..., в). Введем два типа допустимых областей. 

1) допустимая область О: существуют точки by,..., 0, ЕЕ OG 
такие, что для каждой точки 2 = [02] существует канонический 
вектор-путь 7; (6, 2). 

2) Допустимая область D: для любого } =1,..., п область D 
является ]-допустимой областью. 

2.3. Асимитотика решений. Пусть D есть ]-допу- 
стимая область. "Тогда для любого целого М ‚> 1 существуют pe- 
шения Wy уравнения (1) и системы (2) вида 


1} (2, ^) = 

= exp {25 (2,2) +8 (5 | + a (8) +00], 5) 
№; (2, ^) = | 

=ехр{7.5; (20,2) |S)? (G0, 2)} | ©; (3) + Хе +0075 |, 


Ао. (6) 

Коэффициенты этих АР совпадают соответственно с коэффициев- 
tamu АР (7) $ 1и (11) § 2 и голоморфны в [2], 2о = [2] — произ- 
вольная точка. а член в формуле (5) есть функция 
^-Уф (2, 4) класса С^ приз & [В], A > 1, голоморфная по 2 = [2] 
при а фиксированном A > 1, и |ф (=, A) [5 с приз = D1; 
Л > 1. Аналогичный вид имеет остаточный член в формуле (6). А 
(5), (6) можно дифференцировать по 2, A любое число раз, © а. 
нением равномерной по 2 © [17] оценки остаточного члена. 

Доказательство АР (5), (6) немедленно следует из рассуждений, 
приведенных в $ 4, п. ф так как 

[ ехр {4535 (4, 2)} | < 4, 

если точка ¢ лежит на каноническом пути Vjx (6х, 2). 

Если D — каноническая область, то уравнение (1) и система 
(2) имеют ФСР, состоящие из решений вида (5), (6). При этом ФМ 
системы (2) имеет вид 


W (2,4) =T (2) +0 (J exp {5 Awat+) 4,0) at} . @ 


Отметим один важный частный случай. Пусть матрица-функ- 
ция А (2) голоморфна в точке хо и собственные значения р, (2) 
Pn (20) различны. Тогда существует окрестность D точки 20, KOTO- 
рая является допустимой областью. 
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3 амечание. В этом случае не налагается никаких огра- 
ничений на функции Re (р; (2) — р» (2)), в отличие от неаналити- 
ческого случая (ср. гл. Ц, $ 

Приведенные выше результаты очевидным образом лереносят- 
ся на системы вида 


w' =АА (2,074) wv, 


где матрица-функция A (2, г) обладает следующими свойствами: 
1) A (2, €) = С“ QD] Х 1, 1 = [0, eo}, &% > 0. 
2) При каждом фиксированном e = / матрица A (2, &) голо- 
морфна в [2]. 
3) При =-—-|-0 справедливо аеимптотическое разложение 


© 


А (2,8) = 4 e"A, (2), 


равномерное по z = [D]. 

4) Собственные значения матрицы Ао (2) различны при всех 
= [6]. 

2.4. Формулы связи. Пусть W (2, ^) — ФМ системы 
(2) и wy; (=, ^) — некоторое решение этой системы. Тогда 


wy (2, 4) = W (2, ^) ©; (A), 


где N-BeKTOp 0; (A) не зависит от 2. Пусть М — связное компакт- 
ное множество на комплексной плоскости 2 такое, что дополнение 
к М не содержит ограниченных областей. Типичный пример, ко- 
торый понадобится в дальнейшем, таков: М = [2] ОВО, где 
D — ограниченная односвязная область с кусочно-гладкой грани- 
цей, /,, Ь — конечные простые кусочно-гладкие кривые. Концы 
этих кривых лежат на oD, они He пересекаются и не имеют других 
общих точек с [2]. 

Пусть матрица-функция А (2) голоморфна и не имеет точек 
поворота при 2 = М и при А -—> + oo для решения ш; и ФМ W 
справедливы асимитотические формулы (5), (7), равномерные по 
ze М. Тогда 


вул ()=1-+ O04, од A) = О теми), PA, (8) 
аз; = min Re Sy, (Zo, 2) <0. 
2M 


Пусть W, (z, 4), И’, (2, 4) — где ФМ системы (2); тогда 
W, (2,4) = W, (2, 4) Q (A), 


где матрица перехода © (A) не зависит от 2. Если для обеих ФМ 
W,, И’, справедливы АР вида (7), то 


(A) =I + diag O (7) + О (№), ср. 0, Ао. (9) 
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3. Структура допустимых областей. 

3.1. Локальная структура точек поворо- 
та и линий Стокса. Пусть 5 — точка поворота, 0 — 
круг |2— 2 | <г достаточно малого радиуса r >> 0. Всякий 
корень р; (2) разлагается в ряд 


Ps (2) == Py (20) + DB Pix — 20)", 


сходящийся в И, гдер; > 1, 9; > 1 — взаимно простые целые чис- 
ла. Если 9; = 1, то функция р) (2) голоморфна в 0; если 4; > 2, то 
2 — точка ветвления порядка 4, функции р; (2). В области U 
характеристический полином разлагается на неприводимые мно- 
й TaN Fi 
жители 1 (2, р) =" (2,р) ... К” (2, р), № (3, р) ЕЕ const, rye 
my, +++; my — целые положительные числа, 1 (2, р), ... 
.... А (2,2) — попарно различные лолиномы от р с коэффициентами, 
которые являются голоморфными BU функциями. Каждый из по- 
линомов J; (2, р) неприводим, 


Ly (в, р) = р ал (2) p+ 


Если п; = 1, то корень р; (2) уравнения 1; (2, р) = 0 есть голо- 
морфная в U функция. Если ny > 2, то корни уравнения 1, (2, р) 
разлагаются в ряды Пюизе 


рр + 3 pn (20), (10) 


сходящиеся в U, где 4; > 1 — целое число, взаимно простое с n;. 
Поэтому 2, — точка ветвления порядка п; для каждого из кор- 
ней. 

Для уравнения второго порядка возможны только два 
варианта. 

1) Полином J (2, р) = р’ -- а (2) p + 6 (2) неприводим. Тогда 
2) — точка ветвления второго порядка для корней р, (2), р» (3). 

2) Полином I (z, р) приводим. Тогда / (2, р) = (р — р, (2) ) (р — 
— р» (2)), функции р: (2), Py (2) голоморфны в И 

Для уравнения л-го порядка в точке поворота 2 могут совла- 
дать корни, для которых 25 является либо точкой аналитичности, 
либо точкой ветвления любого целого порядка. 

Пусть р; (29) = Py (29), 7 # К. Линия уровня 


Rel [2,0 — р» @lde=9, 


Zo 


выходящая из точки 2, называется линией Стокса (ЛС). В силу 
(10) существует целое число г > 1 такое, что точка Zp есть точка 
ветвления порядка г функции р); (2) — р, (2). Тогда 


Py (2) — Pe (2) ~ a (2 — 20)", 8-20, 
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где а 52 0, 4 > 1 — целое число, и из точки Zp выходит не больше 
2 (p+ g) ЛС. 

Замечание. Правильнее рассматривать ЛС не на пло- 
скости 2, а на римановой поверхности 0 алгеброидной функции 
Pp (2), которая определяется уравнением 


(Ds =I р — (pj (2) — py (2) ==. (14) 


Полином 7 строится следующим образом. Фиксируем точку 
2, = U, 3, A 20; тогда в малой односвязной окрестности У точки 
2, уравнение (3) имеет п различных корней р, (2), ..., Pn (2), ко- 
торые голоморфны в области У. Тем самым полином 7 определен 
в области У, 


T(z, р) = p" + by (2) р"... + В), 


функции 6, (2),..., 6, (2) голоморфиы при z =: Т. Пусть y — ок- 
ружность |2 — 2, | = |2— 2, | © началом п концом в точке 24; 
тогда при обходе вокруг точки 2, вдоль y р; (2) —> ps, (2), причем 
множество {51, ..., S,} совпадает с множеством {1, ..., п}. Отеюда 
следует, что коэффициенты полинома 7 голоморфны в области U 
и уравнение (11) определяет многозначную алгеброидную функ- 
z 
цию P (2). ЛС — кривая y: Ве \ 2( dt =0, где 5, Е O и проек- 
t и 
тируется в точку 29, кривая y лежит на 0. ЛС, лежащие на О, раз- 
личны, а их проекции на U могут совпадать. 
Примеры 4. Пусть J (2, р) = р" — 11”, где т, п — взаим- 
но простые числа; тогда полином 1 ан и ЛС — лучи 


Large, 0... 


т-и ? 
2. Пусть 1 (2, р) = (p? — 2) (р? — 2); тогда 
(2, р) = (р? — 2) (p? — 31327) (p? + 3 / 32?) x 
x [(p? — 2) — 2] [(p® — 2)® + 2]. 


Риманова поверхность U состоит из одной двулистной, двух Tpex- 
листных и двух шестилистных поверхностей. 

3.2. Допустимые области. Пусть D — ограничен- 
ная односвязная область в комплексной плоскости 2, граница ко- 
торой OD состоит из конечного числа простых аналитических кри- 
вых, функция f (z) голоморфна в 0) и непрерывна в [2]. Область 
О называется допустимой (для функции } (2)), если существует 
точка а & OD такая, что любую точку 2, = [2] можно соединить 
с точкой а кривой 7, вдоль которой функция и = Ве} (2) не убы- 
вает (при движении от а к 25 вдоль 1). 
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В работе [81] получены необходимые и достаточные условия 
того, что область D — допустимая. Ограничимся ее формулиров- 
кой в простейшем случае, когда на OD имеются только изолиро- 
ванные точки минимума и седловые точки функции и (2). Точка 
2) Е OD называется седловой, если выполнены условия: 

1) в области D имеются две или более линий уровня yy, ... 
+++; Ve, на которых и (2) = u (25), с концами в точке 20; 

2) имеется не менее двух секторов с вершиной в точке 2, 
которые ограничены кривыми 7; и дугами границы OD, в кото- 
рых и (2) < и (2). 

В этом определении области ббльших значений и (2) > и (20) 
и меньших значений и (2) < и (2) неравноправны. 

Любое из сформулированных ниже условий необходимо и до- 
статочно для того, чтобы область D была допустимой. 

А. На границе области D нет седловых точек. 

Б. На границе области D есть ровно одна точка минимума. 

Эти условия эквивалентны. В [81] этот результат доказан 
в общем случае. 

Между уравнениями порядка 2 и порядка больше 2 имеется 
существенное различие. Пусть коэффициенты этих уравнений — 
полиномы от 2, для простоты. Область D является допустимой 
для уравнения 

w” — iq (2) w = 0, (12) 
z 
если она является допустимой для одной функции] (2) = у 4 


при подходящем выборе ветви корня. Для уравнения и-го порядка 
эта область является допустимой, если она является допустимой 
для набора из п (п — 1) функций 

В 


fn) = [ру — рь (Та, 15, Кв, у 


В гл. ПГ $ 3, п. 2, было показано, что если нет кратных точек 
поворота и конечных ЛС, то для уравнения (12) допустимой об- 
ластью является вся комплексная плоскость 2 с конечным числом 
разрезов вдоль некоторых ЛС. По-видимому, аналогичный факт 
неверен уже для уравнений третьего порядка, даже с асимнтоти- 
чески простыми на бесконечности корнями. Это связано с тем, что 
ЛС на плоскости 5 могут пересекаться. 
Пример. Уравнение 


w” — Зи’ + zw = 0 


имеет две точки поворота: 5, = —2, 2, = 2. ЛС в этом случае 
пересекаются (рис. 24). Кроме того, для уравнения (12) точка 
2 = co — иррегулярная особая, a для уравнения (2) эта точка 
может быть наложением регулярных и иррегулярных’ особых 
точек, неособых точек и точек поворота, 
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4, Уравнения и снетемы в неограниченных областях. Пусть 
D — неограниченная односвязная область в комплексной пло- 
скости &. Определения канонических путей, ]-допустимых и допу- 
стимых областей (п. 2.2) полностью переносятся на случай неогра- 
ниченных областей, с той лишь разницей, что одним из концов 
капоничеекого пути может быть точка 2 = oo, 

4.1. Уравнения и системы без парамет- 
ра. Будем считать для простоты, что 6D состоит из одной связ- 
ной компоненты. Рассмотрим систему из п урав- 
нений 


Ш’ == А (2) ш, (13) 


где матрица-функция А (2) голоморфна при 2 <= 
[2] = D |) 6D и удовлетворяет условиям, анало- 
гичным тем, которые приведены в $ 4, п. 1.1: 


1) A (2) = q (z) O* (2) B (2) Q (2), 
0 (2) = diag (q* (2), .. ., 9°" (2), 


где функция g(z) и матрица-функция В (2) Рис. 24. 
голоморфны при 2 <= [0], 9 (2) 52 0. 
2) Существует конечный предел lim В (2) = В (05), собствен- 


2-006 
ные значения yy матрицы B(oo) различны и отличны от пуля. 
3) Не г, (2) =0, 
zr, 7=[1] 
т (2) = |4’ (2) 19 (2) 1? + 19 (2) 17| B’ (2) |. 
Собственные значения матрицы А (2) имеют вид 
py (2) = т; + о (114 (2), 2-5, 2 eID). 
4) Область [D] является }-допустимой. 
Пусть ry (2) —- функция, введенная в $ 4, п. 1.1. В условии 
4) из этого пункта требуется, чтобы сходился интеграл от функции 
то (2) по полуоси [0, со). Для системы (13) в комилексной плоскости 


требуется сходимость интегралов от функции г. (2) по канониче- 
ским путям Yj; (2). Введем функции 


ри (= пи § | (© Га, 
yn) 
Tye нижняя грань берется по всем каноническим путям, соединяю- 
щим точки 23), 3, и введем условие: 
5) sup py, (2) < ® при всех k =1,..., п. 
2=[р] 
Тогда система (13) имеет решение вида 
2 п 
тор (2) =exp {f [py + PS Ol atl [e;(2) + Dan @er@], 
Zo k=l ы 
lun (#)[ < ^; (2), lim #, (2) =0. 
2-400, 2=[D] 


10 М. В. Федорюк 
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Если D — допустимаятобласть и условие 5) выполнено при 

всех j, то система (13) имеет ФМ вида (5) $ 4, где 
ЕИО (2) 1 < (2), Ша #(2)=0. 
zvoc, 2=[ 0) 

Точно так же формулируются ctw: при которых справедливы 
асимптотические формулы (15), (35), (45) из$ Зи (28), (36) из $ 4 
лри 2 - ©, ЕД. 

4.2. Двойные асимптотики. Рассмотрим систему 
(2) при условиях 1) — 5) из п. 2.1, и пусть выполнены условия: 


# 
6) lim Ве [pj — р» (9141 = со 
zoo, 2=[D_ %o 


при всех k= j, 


[Ref [ру (0 — px (914 | > с [Ве tp — PP ла, 
| | зе, |211, 


при всех kj. 
Тогда система (2) имеет решения вида 


w, (2,4) == ехр {af pj) dt -+-§ pM at} x 


хи" Хин № |, 


где при A> A, > 0 
J uy, (2,1) |< А, (2), lim kj (5) = 0. 


2-е, 2= [0] 
Точно так же формулируются условия, при которых справед- 
ливы двойные асимптотики, приведенные в $$ 3, 4 для полу- 
оси д > 0. 
4:3; VPisneune (4) 2 полиномиальными 
коэффициентами. В отом случае корни характеристи- 
ческого уравнения разлагаются в ряды Пюизе, сходящиеся при 


Е. 
р/ (2) = 2%") р aya 9") a 


где 4, г; — взаимно простые целые числа, г; > 1. В работе [85] 
рассмотрен следующий случай: 

1) Степень т > 1 полинома gq, (2) не меньше степеней полино- 
мов 4: (2), ..., Чв-1 (2). 

2) Корни р; (2) — асимитотически некратные ($ 3). 
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Из условия 1) следует, что ajy ~ 0, 4; > 0 при всех j, и можно 
ввести такую нумерацию, что 


Bim it ee I. 
О < alts < gala 3... Зы". 

Пусть 1 — луч argz = Ф, в комплексной плоскости 2 такой, 

что все разности Ве [р; (2) — p; (2)], 1 <j, А <. п, не меняют 

знак при 2 я 1. Тогда существует сектор 5: @y — 


—S8 Sarg sx Фо |- кой, что ypasnenne (1) имеет решение 
вида 


ь N 
,C | 4 aN 
10} (2, ^) = 2" exp {24 ps ( at} | > Muy, (2) + AN ARS (2,2) ] ; 
% k=0 
где у — рациональное число, VN > 1 — любое. Функции ид (2) 
голоморфны при 2 = 5, иесли выбрать Ay > 0, В >> 0 достаточно 
большими, то 
| Ryn (в, ) [< ск [2POwmGrand, Ам, [2|> 8. 

Функции из, (2) имеют порядок О ( [2 |!) при z— © 
д = S. Размеры сектора 5 более точно указаны в [85]. 

Замечание. Главный член асимитотики дается формулой 
(24) $ 3. В [85] приведены более сложные формулы для V и цу (2). 


§ 6. Точки поворота 


1. Постановка задачи. Рассмотрим систему из п уравнений 
ey’ = A (x, e) y (1) 


и уравнение n-ro порядка 
п 
ly =e"y™ 4 У =, (x, =) yr) =0, (2) 
j=1 


rye в — малый параметр. Введем обозначения 
1(х, р; ®) = det [A (х, e) — pl], 


Go oh : (3) 
(т, ру) == р" + a q; (x, в) р"? 
f= 


соответственно для системы (1) и уравнения (2). Имеются два 
определения точки поворота. Е 

1. Точка zy называется точкой поворота системы (1) или урав- 
нения (2), если уравнение (хо, р; 0) =O имеет кратный 
корень. ; я 

В этом случае матрица A (zp, 0) имеет кратное собственное 
значение. "Точка поворота находится путем исключения р из 
системы 


U(x, р; 0) =0, 1, (x, р; 0) =0. 
40* 
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2. Точка rp = Zp (&) называется точкой поворота системы (1) 
или уравнения (2), если уравнение / (zy (=), р; €) = 0 имеет крат- 
ный корень. 

Очевидно, что эти определения не эквивалентны. Например, 
уравнение 


Ву" — (27 — e)y = 0, 


где п > 2— целое число, имеет единственную точку поворота 


л. = 0 согласно определению 1 и п точек поворота x; (e) = те 
согласно определению 2. Как правило, мы будем пользоваться пер- 
вым определением. 

Одна из основных задач асимптотической теории обыкновенпых 
линейных дифференциальных уравнений — построение асимпто- 
тики ФСР системы (1) и уравиения (2) в окрествости точки пово- 
рота. Эта проблема является крайне сложной. Даже в случае ана- 
литических пох и по = коэффициентов в общем случае неизвестно, 
как построить формальные асимптотические решения, не говоря 
уже о строгих доказательствах. 

В этом параграфе рассмотрены простейшие типы точек новоро- 
та. Всюду в дальнейшем предполагается, что выполнено одно из 
условий. 

С. Матрица-функция А (5, &) бесконечно дифференцируема 
при |х— 42 | <а, Oe <e, rye a> 0, «20 

А. Матрица-функция А (a, &) голоморфна но совокупности 
переменных х, & при х =[D], | | < въ, тде в, > 0, D -- orpaun- 
ченная односвязная область в комплексной плоскости х с кусочно- 
гладкой границей. 

2. Простая точка поворота. К этому типу относятся такие точ- 
ки поворота, в окрестности которых ФСР уравнения или системы 
выражается через функции Эйри. 

2.1. Структура корней. Рассмотрим скалярное урав- 
нение (2) при условий С. Точка поворота zy называется простой, 
если выполнены условия: 

1) Уравнение 2 (то, р; 0) =0 имеет один двукратный корень 
Ро, остальные корни простые. 

2) bx (то, Ро; 0) & 0. 

Будем считать для определенности, что р, (хо, 0) = р» (хо, 0) = 
= ро; тогда значения Ps (хо. 0) = PS, ..., Pn (Lp, 0) = pa различ- 
ны и не ыы Ро. Пусть Г = Ixy — а, x - а], J = 10, eo], где 
а > 0, & > One) <1. Если на отрезке J нет других точек пово- 
рота, то р; (с, =) = С® (ГХ J) при 3 <j < п. Символ 1 предста- 
вйм в виде з 


L(x, р; 8) = (p* — 2a (т, в) р + B(x, e)) x 
Хх (р — ps (a, =))...(р — pn (2, =)), (4) 
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где a, В == С® (Г x J), так что 
Ра, з (т, =) = a (2, =) + YD (а, &), D = a* — В, (5) 
D (x, 0) =0, De (xo, 0) #0. 


При условии А функции a (z, =), B(z, =), рз (1, ),..., Pn (<, &) 
голоморфны в комплекеной окрестности точки (x == 2, & = 0) и 
для корней р, (x, 0), p(x, 0) точка a = xy является точкой ветв- 
ления второго порядка. 

Рассмотрим систему (1). Не ограничивая общности, можно счи- 
тать, что матрица А (0, 0) приведена к жордановой нормальной 
форме. 'Гочка поворота xy системы (1) пазывается простой, если 
выполнены условия 1), 2) иесли ее нормальная форма содержит 
один жорданов блок второго порядка: 


Po 1 0 


A 0,0) = м, ‚ р ру (то, 0). 
0 р 
Если 29 — простая точка поворота, то выполняются соот- 
ношения 
L(x», р}; 0) =0, 4, (xo, pj; 0) 40, 7 
1 (ao, po; 0) = 1, (xo, Ро; 0) = 0, 
lop (xo, Ро; 0) 52 0, Lx (2%, ро; 0) = 0. 
Пусть zy — простая точка поворота системы (1) или уравнения 
(2) в смысле определения 1. Тогда при малых е существует един- 


ственная точка поворота Fy = Lo (=) в смысле определения 2, т. е. 
уравнение 


1 (хо (2), р; =) =0 


имеет кратный корень py (e) при любом достаточно малом в. При 
этом 2% (=), Po (=) Е С (J), хо (0) = ху, ро (0) = ро. Простая точ- 
ка поворота устойчива относительно малых возмущений коэффи- 


циентов. 
2.2. Формальные асимптотические реше- 
ния уравнения (2). Уравнение (2) имеет ФАР 


Уз (2, =&),..., У» (т, ©) вида (5) $1. Пусть то = 0, функция 
р (x) вещественна и D’ (0) > 0 для определенности; тогда D (x) > 
> Оприх > 0, D(x) < Оприз < 0. Рассмотрим вначале случай, 
когда коэффициенты уравнения (2) не зависят от . Будем искать 
недостающие ФАР уравнения (2) в виде 


Yo (2, =) = = М8 [Av (— #7218) + 1235” (—e-2'3E)] exp | \ а (1) at} р 
о 
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а (9) = (p(x) + ps (@)), (6) 
A= Уд, г", В= У В, (2) = 
k=0 k=0 


re о — функция Эйри — Фока (гл. IV, $ 1). 

Можно поступать так же, как и в$ 1 гл. LV: подставить ФАР 
(6) в уравнение (2) и затем получить рекуррентные соотношепия 
для функций А; (2), В; (x). Однако проще поступить по-другому, 
используя следующие факты: 

1. ФАР вида (6) существует. 

2. Если x таково, что =“ | Е (x) | > 1, то уравнение (2) имеет 
ФАР У, 2 (2, &) вида (5) $1. 

Одно из этих ФАР при 5х < —6 < 0 имеет-вид 


< 


УР +904 | [1+ Dar Ge И] 


К—0 
P, (2) 
oe) = atthe р-р’ 


эн 


=exp {e ада + et 


Решение 7, получается из 7, заменой VD на — VD и р, на ра 
в формуле для ф. Преобразуем ф (2): 
__ De) _ $: @) 
Ф (2) —= BD (zy (z) - Фи (2 .) | VDq@ ’ 
1 ) Py (2) + 2’ (2) - 
1) re @, И 3 @ 
4 (2) D’ (2) (ру, (2) — а (2)) + 2a’ (x) D (x) 
2 (= т= г). @, @ ae) D@) i 


где i (x), Po (2) == С° (1), и положим 


х 


ехр {\ ¢ at| = [7 (т) exp (\ [os @+ oF ] at}. 


(2) 
Ветви корней выберем так, что 
VD@>0, YD@>0, «>, 
УР) = -1 УР), УР =e VDE) 1, 2<0. 


Для аналитических функций это означает, что при переходе с по- 
луоси « > 0 на полуось 5 < 0 точка ветвления х = 0 обходится 
снизу. Вычислим Ay, By. Заменим функцию vee АР при e > -|- 0 
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Е (2) > 6, > 0; тогда главный член ФАР решения yy будет иметь 
такой же вид, что и для ФАР линейной комбинации 


Яо =(—i +O (2)) 91 + (1 + O(e)) Ta. 
Сравнивая DAP yo и Fy, получаем 


ie рН, а IDB 
Rw =|-4 cf ра“ 
oO 
пли, в силу выбора ветви корня, 


2/3 
3 


BQ) =| vr Pla] , «<0, 


Ни vo@al’, -0. 


о 


Учитывая, что (2) ©= С® (1), sgn 8 (2) = —sgn 2, дия Aq, Во 
получаем систему уравнении 


1 (Ал 1. В) - 


откуда находим 
Ao (x BY (=) oes) oh ah 
°@) = ты ch фр (x), 
4 


В туре 


etal) sh ape [(x), (8) 


x 

нА. $ (9) 

th (a) \ (dt, Pole) = | poet 
так что Ay, By = C™ при х <0. Если выбрать ветвь £1/4 (x) = 
== et] & (4) |, х>0, то Ap, Bo С“ (J). Уравнение (2) 
имеет TAKE решения у, У» вида (6) — (8), в которые вместо функ- 
ции © входят функции га, Wy (ra. LV, $ 1). 

Асимитотические формулы сильно упрощаются для уравие- 

ний самосопряженного вида 


ly= У (—1)" e™ ик (x) yO] =O. (9) 
k=0 


Так как характеристическое уравнение ($ 1) содержит только чет- 
ные степени р, то его корни образуют пары {р; (т, =), —p; (x, =)}. 
Точка поворота 2) является простой только в том случае, 
когда р; = 0 при некотором j, а остальные корни р; различны и 
отличны от нуля в этой точке. 
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Пусть хо = 9, коэффициенты уравнения (9) не зависят от &, 


р: (0) =0; тогда р. (2) = УР (2), р» (2) = — YD (2). В каче- 
стве {1, Й» возьмем решения C асимптотиками 


ne )=H2 итовь 1@=[Lew-ae) 
УР (=) 3 


n 


j=1,2, 


существование которых доказано в $ 1. Тогда для Ао, Во получим 
формулы 


40 =у Fey lie) +в, 
= ph (0) — fa (W)- 
Вот Мф 


Пусть коэффициенты уравнения (2) зависят от =; тогда при 
малых |e | иместся единственная точка поворота х == хо (2), 
Ly (0) =0, + (&) Е Cs, которая находится из системы 

L(x, р; в) ==0, Ly (x, р; #) = 0. 


=F, тогда равенство 
0, так что дискрими- 


Сделаем замопу переменной x — хо (& 
р: (7, &) = р» (7, г) возможно лишь при 4 
нант D (см. (5)) имеет вид 


Р (т, в) = FD, (1, #), 0, (0, 0) 40. 


Нусть функция D (2, г) вещественна, D, (0, 0) > 0. Тогда справед- 
ливы полученные выше формулы (6) — (9). Разница состоит линь 
в TOM, что следует заменить х на F во всех формулах, так что функ- 
ции €5, &, Ра, ..., Pn будут зависеть еще и от &. 

2.3. Асимитотика решений. Пусть xy — простая 
точка поворота и выполнено следующее условие: 

3) Функции Re (р, (2) — р; (x), Ве (py (2) — р, (2)) не ме 
няют знак при cel 

Тогда уравнение (2) имеет решения Yo, у, У) вида (6) — (9) 
(для решений Ут, 2 тедует заменить © па Wy, »)s в которых BCC ряды 
A (х, в), В (+, #) — асимитотические при в-> | О равномерно но 
rel. 

Если коэффициенты уравнения (2) удовлетворяют условию A 
п. 1, то существует комплексная окрестность U точки ro, в которой 
указанные АР справедливы при = -—> + 0 равномерно по 2 Е 0. 
Все эти АР можно дифференцировать Wo x и по € любое число раз, 
с сохранением равномерной оценки остаточного члена. 

2.4. Асимптотика решений системы (1). 
Не ограпичивая общности, можно считать, что ху (e) = 0 (см. 
п. 2.2). Все рассматриваемые ниже скалярные, векторные и мат- 
ричные функции принадлежат классу C~ (Г), если А (x, =) удов- 
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летворяет условию С u.f, и голоморфны в области D, если 
A (x, =) удовлетворяет условию А. Отрезон sue и haere 
ae er ae малыми. Обозначим D (x) = D (x, 0) 
(см. (5)), = A(x, 0), py (a my = p;(x, 0). Существует матри- 
ца То (2), eae НИ о (0) при 5 EI (x ЕЕ Д) к блоч- 
но-диагональному виду 


Te (An (eT = [Ан 


BE) = [50 ay], @=FIa@ +r — Ae) 
© A (a) = diag (р. (2), - - «Pa (2))- 


Преобразование 


x 
y =exp ae \ [pi (!) + Ps (ла Tox) и (11) 
0 
приводит систему (1) к виду 
= By (x) и + eB (a, в) и, (12) 
В (x, г) = e To! (2) [А (a, г) — A (2, 0)] Ty (2) — T(x) F' (2), 
где By (xz) — блочно-дпагональная матрица: 
By, (2) = diag (В (x), A (x) — a (2) 1,..), 


; 0 1 
В (2) = [2 (2) iW : 
Имеем В (a, г) = В, (2) + eB, (2) +... Будем искать ФАР 
системы (12) в виде 
u(x, в) = ш (ЕЕ (2)) f (x, в) + ew" (2—5 (2)) #(х, =) 


а , (из 
дьд- Зее, вед = Хе, 


rye w(t) — решение уравнения Эйри ш” — iw = 0. Подставляя 
(13) в (12) и приравцивая коэффициенты ири и при w', получаем 
систему 

Евр ef == (By + eB) f, 


Sf + eg’ = (Во + В) в. 

Разложим f, g, В в ряды по степеням & и приравняем коэффи- 
циенты при этих степенях; тогда получим рекуррентную систему 
уравнений для f,, &,. Нервая пара уравнений имеет вид 

Bofo = 58 Boo = fo, 
так что 


Bofo = Ею, Bigo = во. 
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Заметим, что Bo -= diag (D (x) Tz, (A (2) — Га (x))*), и положим 
3 ay . 2.3 р 
=) = (+) VD@a) . (14) 

о 
Пусть д Е Г, О (1) >20 при «>> 0 для определенности, ветвь 


УС (2) выберем так же, каки в п. 2.2; тогда 


Е (2) C= (Г), sgn Е (x) = sgn а. 


Имеем 


Bo (2) = Oy (2) е, -|- о (2) ee, 
" =. р (1) ss е1 
To (x) =a (z) 7) [2 е + Oe (2) О (=) . A (15) 
2х = 11, OD)» «ny DIF, 6 = (0, 4, Dh... ny, OF. 


Неизвестные функции ©. (5), & (x) определяются из системы урав- 
нений для второго ириближения: 


Bo | ie ] [№ — 8% (16) 
Ри Bo Пи] [№ — Bie 
Соответствующая однородная система имеет нетривиальные реше- 
ния, так что необходимое условие разрешимости есть ортогональ- 
ность правой части системы (16) к решениям сопряженной одно- 
родной системы. Базис в пространстве решений последней системы 
образуют 2я-векторы 
Tier 


(ef, e/8’), (ez, (D/E') et), 


векторы €,, е, указаны в (15). Условия разрешимости приводят 
к системе уравнений для коэффициентов @1, Gy: 


=) er 7 В 
(on8'S)’ + аа = AE Eo +- Fr Oey 
[ * \* о ~ B _A .? 47 
(+) тт та о ety 
A= Ou + bye, В = рь: в by. 
Это система того же вида, что и система из $ 1 гл. IV, так что 


прое ла, 


о 


. в (18) 
Oe (x) = VEC) exp {> \ А (1) at} ch {7 \ eat я 


Формулы (10), (11), (13) — (15), (17), (18) полностью опреде- 
ляют главный член асимптотики. Вектор-функции f,, g,, k > 1, 
определяются из линейной системы уравнений, матрица которой 
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та же, что ив (16), а правая часть есть вектор-функция, которая 
выражается через вектор-функции fo, fi, ..., А, в, Biss + 
.. 0 Spare Условия существования асимптотики решений форму- 
лируются так же, как и в п. 2.3. 

2.5. Наложение простых точек поворота. 
Ограничимся случаем наложения двух простых точек поворота. 
Пусть нормальная жорданова форма матрицы А, (xp) содержит 
два жордановых блока второго порядка: 


THE Ро FE Gor Ро F ру, PK р} при} = 5,.. п и 1, (xy, Роз 0) 5 
52 0, 6, (то, qo} 0) 5 0. В этом случае существует матрица Го (2), 
приводящая матрицу А. (x) к блочно-диагональному виду 
Ty’ (2) Ао (x) Ty (x) = diag (В, (2), В, (1), А (2)), 
из) A : ’ 
= a, ‘ab j=1, 2, A (x) = diag (ps (2),..., р, (2)). 


Свойства всех функций те же, что UB OL. 2.4, 
ра, з (2) = a (2) 5 УР1(2), р», s(t) = аз (2) Е У Do (2). 


В этом случае система (1) имеет ФАР вида (13), отвечающие функ- 
ЦИЯМ 


ыы (3 Урда)", j=1,2, 
[о 


асимптотические формулы для решений имеют тот же вид, что и 
в п. 2.4. 

Приведем‘ асимитотические формулы для решений уравнения 
(9) в случае наложения двух простых точек поворота при x = 0. 
Пусть коэффициенты уравнения (9) не зависят от в, р} == pp 52 0, 
остальные корни рз,..., ра различны и отличны от нуля в TOU 
ке x = 0. В данном случае py = ри, Go = —ре. Обозначим 


a (a) = [ра (2) + ра (8), 


sel" {I VFO Ae - 


300 УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ nTO ПОРЯДКА ГЛ. У 


"Тогда уравиение (9) имест АР вида (6), где 
4/ 
100) = У ДЕР +» 


Вь (2) : [hi (a) — fo (w)]. 


Уч (2) Е (2) 2 (2) 


3. Асимптотическое упрощение систем. 

3.1. Точная редукция системы. Пусть матри- 
ца-функция А (xz, е) удовлетворяет условию A из п. 1, OED. 
Тогда 

= 
А (a, г) = > e A, (2), 
10 
матрицы-функции А, (x) голоморфны в области О. Пусть U — 
достаточно малая окрестность точки x = 0, 0< а, За, и а, 
достаточно мало. Для любого целого т > 0 существует матрица- 
функция 7 (x, 2), голоморфная по х, в при xe U, |#|<а, 


T(z,0)=I,ceu; Т(0, ® =Г |8|<а, 
и такая, что преобразование 
y = T(z, 3 (19) 


приводит систему (1) к виду 
т 
22’ = | >) eA; (x) + вт В (2) | 2 
k=0 


Здесь д Е U, |e | < ва, матрица-функция В (x) голоморфна в 06- 
ласти 0. В частности, систему (1) с помощью подстановки (19) 
можно привести к виду 


= [A, (2) + eB (1)] 2 


3.2. Асимитотическая блочная диаго- 
нализация систем. Пусть Ay (2) — квадратная матрица 
порядка п и класса (С° (Г), Г == [—a, а], а >> 0, и ее собственные 
значения можно разбить на две группы M, = {pi (2), 

+s Py (2)}, Me = {рьча (2), ..., Ри (2)} такие,. что 


Ру (2) = Pilz), р, (2) © Mi, Pilz) S Мь (20) 


при всех 5 & J, Тогда существуют число 6, 0 < 6 < а, и невырож- 
денная при ХЕ = [-Ъ6, 6] матрица-функция Т. (2) класса 
С® (Т) такие, что 


В: (2) 0 ] 


То’ (2) Ao (2) То (2) = [ о Bil? tel (24) 
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Здесь В, (2), В. (х) — квадратные матрицы-функции порядков 
К, п — Ки класса С® (Т), собственные значения которых состав- 
ляют соответственно группы M,, М.. 

Аналогичный результат справедлив для системы (1), если 
A(x, ) удовлетворяет условию С, матрица А. (1) = A(z, 0) 
удовлетворяет сформулированным выше условиям. Тогда для 
любого целого числа М 21 существует  матрица-функция 
Тм (a, г) класса С® (Т Хх J) такая, что преобразование (19) приво- 
дит систему (1) к виду 


af By (2, =) 0 
& =| 0 В, (2, 8) 


| z+eN+1 С (5, г) 2. (22) 


Здесь B,, By, С — квадратные матрицы порядков k,n —^, пи 
класса С<®(Т xX J), 


В; (a, г) = В; (x) (23) 


А = 
1 (a, г) = То’) ¥- Зет, (2, Buz), Ти(е) С” (Т. 


Пусть матрица-функция А, (2) голоморфна в замыкании [О] 
ограниченной односвязной области D на комилексной плоскости х 
и условие (20) выполняется всюду в [0]. Тогда существует голо- 
морфная и невырожденная при хе [0] матрица-функция 
То (х), приводящая матрицу А, (2) к виду (24). Если А (х, г) 
голоморфна по z, = прих = №], |e | < в», то все сформулирован- 
ные выше утверждения относительно системы (1) сохраняются 
при « & ID), |e | < а < &, если а, > 0 достаточно мало, при- 
чем условия бесконечной дифференцируемости всех матриц за- 
меняются условиями голоморфности. 

Возможны другие варианты условий на систему (1), например, 
следующие. Пусть матрица-функция A(z, е) голоморфна по 
т, & в области 


Ро: [2 |132, O<lel<e, large] <A, 
и разлагается в АР 
А (т, =) = У А, (1) =”, 2-0, large|<Oo, 
Т=0 


равномерный шо |х | < ху. Тогда блочная диагонализация систе- 
мы (1) возможна в области 


Ри [2 |532, O<lel<e, |288 |< 6, 


если 2, в1, 0, достаточно малы. Матрицы-функции 7, В, Bz, С 
обладают теми же свойствами, что и матрица A (z, =), но в меньшёй 
области Dj. 
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Если система (1) самосонряженная, т.е. матрица A (z, =) 
антиэрмитова: 


А (2, г) = —AT(G, ®), 


то матрицы By, В. при подходящем выборе преобразования (19) 
также будут антиэрмитовыми. 
Во всех рассмотренных случаях можно привести систему к виду 


В (=, 0 ь 
"= [ “~ *) Ba (2, оС, 9+, 


где В; (т, =) — АР по степеням в, С (x, &) = O (e™), в— 0 (заме- 
чания по этому поводу см. в гл. I, $ 3, и. 3). 

3.3. Канонические системы. Пусть 0, Г, — ну- 
левая и единичная матрицы порядка п, 


о 1 7 0 
2, 
| м т = ¥ | 
= Te 


2 (п-р) 


система (1) каноническая ($ 4) при ЕВ, O<e < в. Матри- 
ца-функция А (x, =) вещественна и гамильтонова, т. е. 


JomA (x, в) -- АТ (x, г) Jon =0. 


Собственные значения матрицы А образуют пары (р, —p). Коми- 
лекснозначная функция f(z) называется плавной (gentle), 
если f (2) Е C= (В), К® (x) = Г, (В) при всех k > 0. 

Пусть выполнены условия: 

1) Элементы матриц-функций А’ (z, г), А (x, г) — A (zx, 0) — 
плавные функции. 

2) При ¢ > + 0 равномерно по x Е= В справедливо асимпто- 
тическое разложение 


oo 
A(x, 8) = У A, (в) =". (24) 
r=0 
3) Характеристический полином 4 (p*, 2) матрицы А, (z) при 
всех z Е R представим в виде 
d(p*, 2) = 4, (p*, 2) dy (p, 2), 


где d,, 4, — непостоянные полиномы соответственно степеней 
2p, 2 (п — р), не имеющие общих корней ни при каком х © В. 

Матрица М порядка (2n Х 2п) называется блочно-гамильтоно- 
вой, если 


ТМ + МТТ = 0. 


При этих условиях существует вещественная матрица-функция 
То (x), которая приводит матрицу A, (x) к блочно-диагональному 
виду 


То (2) Ag (2) Ty (2) = diag (Ву (x), Bo (z)) (25) 
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при всех z © В. Матрицы-функции Bj! (2), } = 1, 2, — гамильто- 
новы матрицы соответственно порядков 2p, 2 (п —р), а; (p*, 1) — 
их характеристические полиномы, и при всех 5 & В справедливо 
тождество 


TS (a) Jan To (2) = Tans (26) 


Элементы производных матриц-функций 7, (2), ВЯ (z), 7 = 1, 2, 
ABNAOTCH плавными функциями. 

Существует матрица Т (x, &) такая, что преобразование (19) 
приводит систему (1) к виду 


ez’ = [5 В, (x) =" + € (2, &)| 2, (27) 


r=0 
BY (zy) 0 
sci el № BP (=) | 


где BY (x), 7 =1,2, — гамильтоновы матрицы соответственно 
порядков 2р, 2 (п —р) и при r =O совпадают с указанными 
в (25) матрицами. При e > + 0 и при любом целом М > 1 имеем 
С (x, =) = O(e%) равномерно по 5 © В. Матрица 7 удовлетворяет 
тождеству (26) при всех z <= В, разлагается в АР 
со 
Т (x, ®) =То (2) + eT, (x), e>+0, (28) 
r= 
равномерное по 2 GR, T(z, =) — Т, (x) обращается в нуль при 
д = - oo, и элементы матриц-функций В}? (x), 7 = 1,2, Т, (2) при 
г>1иТ’ (cz, г) являются плавными функциями. 

Приведенные в пп. 3.2, 3.3 результаты принадлежат В. Ba- 
зову и И. Сибуйя [101, 102, 106, 110]. 

3.4. Нормальные формы Арнольда мат 
риц и редукция систем. Рассмотрим систему (1), 
где матрица-функция A(z, &) голоморфна при |1 | Зг< 1, 
O<exge, <i, и обозначим Ay (2) = A (x, 0). Пусть Ag (0) 
имеет жорданову нормальную форму и единственное собственное 
значение. Последнее условие не ограничивает общности (см. 
п. 3.2). Пусть т: >m, >... >m, — степени элементарных 
делителей матрицы А, (0), ее жордановы блоки расположены 
также в порядке убывания их размерностей. Разобъем матрицу 
Ао (0) на блоки А соответственно. Введем матрицы Г.,..., Га, 

р 


d= У (2%— 1) ть, порядка п Х п. Матрица Г, имеет единственный 
= 

элемент, равный 1, все остальные элементы равны нулю. Если 

re — ненулевой блок, то единичный элемент расположен в по- 

следней строке блока при } А и в первом столбце при } = k. 

Пусть матрицы Г, упорядочены так, что их единичный элемент 
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расположен в последней строке блока ТИ ит.д. Сформулируем 
результат В. И. Арнольда [37] применительно к матрицам-функ- 
циям одной переменной. Существуют скалярные функции 
р: (2),..., ба (2) и матрица-функция Ty (x), голоморфные в точке 
х- 0, такие, что 


Am 


T5" (2) Ao (2) To (2) = Ao (0) |- У р, (2) Гь (29) 


i 


в некоторой окрестности точки z = 0. При этом 
р: (0) =... = ра (0) =0, det Ть (0) #0. 


Не ограничивая общности, можно считать, что все собственные 
значения матрицы A (0) равны нулю и что Ay (2) имеет канониче- 
скую форму (29). Тогда существуют матрицы-функции Т, (2) и 
скалярные функции р», (2), r==0,1,..., s=1,2,...,d, 
То (0) = Г, такие, что преобразование (19) приводит систему (1) 
к виду [112] 


а © 
ez’ = [Ag (0) + 3 9. 2) Г] 2, р. (2, 2) — Х ры) =”. (30) 


Здесь T (x, г) имеет вид (28), причем Т, py, ..., ра — формаль- 
ные степенные ряды. Отсюда следует существование матрицы 7 
и функций р. класса С® при [2 | <г, 0 Ce < в, которые голо- 
морфны по 1 при каждом фиксированном е и для которых формаль- 
ные ряды являются асимитотическими при & -> -|- О равномерно 
по x. Преобразование (19) приводит систему (1) к виду 


а 
22’ = [Ао (0) + Хр, ть, 5, 
В (5, г) =О (2%), e> +0, 


при любом целом NV > 4 равномерно по х. 

Ничего не известно 06 асимитотике решений приведенной 
системы в общем случае. 

3.5. Системы с подвижными особенно- 
стями. Рассмотрим матричное уравнение 


2^ф (2, г) У’=А (2, ®) У, `(34) 
где ф — скалярная функция, h — постоянная, У, А — квадрат- 
ные матрицы порядка п. Система (31) имеет особенности в точках, 
rae @(z, e) =0. Типичным примером. служит система 


e"(a@ +e) У’=А( У. (32) 


Асимптотика решений этой системы при kh = 0 для неаналитиче- 
ских матриц-функций А (2) исследована в [14]. 
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Введем обозначения: U,V — круги |x | < xo, | | < во в ком- 
плексных плоскостях х, €; S (xo, @, В), S (&, a, В) — пересече- 
ния 0\ {0}, ту {0} соответственно с секторами © < arg a < В, 
a<arge<f; О, с. 0, Г, СТ — открытые области такие, что 
0 = (Си, OSV. Предполагается, что числа 2, > 0, &) > 0 
и бласти Uy, Vo достаточно малы. Пусть выполнены условия: 

1) Функция ф (5, =) голоморфна при (x, 8) EU x ТУ, @ (a, 0) = 
== 0, @ (x, 0) 4 0 при (2, г) == Uy X Vo. 

2) матрица-функция A (xz, =) голоморфна при (x, &) S 
S UXS (&, &, В) и разлагается в АР вида (24) при = -> 0, ё = 
ES (€, а, В). 

3) Собственные значения py, .. ., р» ма трицы A А (0, 0) распада- 
ются на две группы My = {py,..., Py}, Мо = {Рыа, ++ ++ В} 
такие, что р; = р: при р; Е My, pr SG My. 

4) "Существуют точка а = [С] и непрерывное по хе [И 
семейство простых гладких кривых 


vx: #=1($, 4), 1 (0, 1) =0, #(1, 1) =a, 
лежащих в [Uo], таких, что & (5х, 2) = х в некоторой точке на ух. 


В силу условия 3) можно считать, что матрица A (х, 0) приве- 
дена к блочно-дпагональному виду (21). Обозначим 


Ри=р)—Рь Р.Е Мь ри МЬ, 
p= ага (pjyts) — arg (ep tt, =). 
Приведем два варианта редукции системы (31). 
I. hk > 1 — целое число. Пусть существует 6, O< 6 < 2/2, 
такое, что { лежит на одном из отрезков вида 
= [--л/2 + 6 + 2лт, л/2 — 6 + 2лт, 
== [л/2 + 6 + 2лт, 3n/2:— 6 -- 2лт, 
где т = 0, +1,..., когда t & yx, & S Vo. 
Тогда существует преобразование вида (19), приводящее cu- 
стему (31) к блочно-диагональному виду 


By (x, =) 0 
0 В: (т, al ee) 


где В (x, 0) = A (2, 0). Матрипы-функции T (a, =), В (x, г) обла- 
дают следующими свойствами: 

1) T (a, а), B(x, г) голоморфны при (x, г) = Uy X Vo и не- 
прерывны при (xz, =) 10, x Vol. 

2) При =->0, eS Vy матрицы-функции Т (x, =), В (x, 2) 
разлагаются в АР вида (28), равномерные по z = [ 

3) При хе [0ы, det Ty (2) == 0, матрицы-функции В, (2), 
T, (2), г=0,1,..., голоморфны upu © $ (хо, @, В) и разлага- 
ются в этом секторе в АР по степеням д при x ->0 

П. Пусть k = ф (0, 0) = 3 (0, = 0, т — кратность нуля 
(x = 0) функции ф (2, 0), 0 < В —a <aj(n — 1). Пусть сущест- 


ez’ = B(a, &)z, b= 
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вует So, 0 < sy) < 1, такое, что значения функции tp лежат на одном 
из отрезков AE Ги, когда t = t ($, 1), O<s <5. 

Тогда существует преобразование (19), приводящее систему 
(31) к виду (33) и матрицы-функции T (2, =), В (т, =) обладают 
перечисленными выше свойствами. 

Простейшим примером в этом случае служит система 


"У - AY, AO. 


При ¢ 52 0 система имеет две регулярные особые точки х = -- Уз, 
которые при € —> 0 сливаются в одну иррегулярную особую точку 
д =0. 

Замечание. Условия на функцию ф означают, что для 
любой точки z & [| существует матрица из канонических путей 
с началом в точке © = 0 или т = a. 

Результаты, приведенные в п. 3.5, получены в работе [75]. 

4. Метод канонического оператора Маслова. Приведенные в 
этом пункте результаты принадлежат В. П. Маслову и являются 
весьма частными приложениями развитого им метода канониче- 
ского оператора [15, 16]. Рассмотрим уравнение 


4b; +)y=9 (34) 


rye А >> 0 — болыпой параметр, 
n-1 1 
L(x, ре) = р" +- Уч, (2, вр’, а=-. 
k=30 


Функция Г называется А-символом оператора L, функция 
12 (x, р) = L(x, р; 0) — главным А-символом. 

Коэффициенты уравнения (34) удовлетворяют условию А из 
п. 1. Здесь приняты обозначения Р. Фейнмана: цифры 1, 2 указы- 
вают порядок действия операторов умножения на функции от х 
и дифференцирования. Например, если L == zp, то 


т 2 
24 а Lod а 
ыы ihe, 4) yee. 


4.1. Переход в р-представление. Введем 
\-преобразование Фурье 


20 


Fa, xonf OMP=V О ae, 


00 
< 


ЧРИ (РФ =YV =r | к (Wexp tidap) dp, 
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где Pies, У—Е=е\. Тогда 


1 1 
. af2 4 а т a ча 2 
Faas a Th as т eer ЕЕ > р; =}. 
Если коэффициенты оператора Т, — полиномы от x, то оператор 


i — дифференциальный. В общем случае оператор 1, является 
псевдодифференциальным. 

Будем искать ФАР уравнения (31) в виде преобразования 
Фурье от экспоненты, умноженной на АР по степеням e: 


у= Ру pax, 7 = exp {1.5 (p)} Ф (р, ®), 


так что ig == 0. Если 5 — вещественная, ф (р) — финитная функ- 
ции, то справедливо АР [46] 


Рехр (AS (p)} $ (p)] = exp (AS (p)} {Le + 
1 Е a 
+a [= Lee! + (zLeeS" — Lp) + Leg] +--+}, 
где значения символа /, и его производных берутся в точке 
(— S"(p), р; 0). Для функции 5 получаем уравнение 
[^ (—5' (р), р) = 0. 
4.2. Стр уктура корней. Пусть главный символ 
[2 оператора L веществен и уравнение 
12 (x, р) =0 (35) 


определяет гладкую кривую Г на плоскости (x, р), так что 
grad L° 5-0 на Г. Если точка го = (2, ) = Г, то x является 

. a о о, Po, , о ABS 
точкой поворота тогда и только тогда, когда касательная к Г 
в точке г, параллельна оси р. Так как Ly (x9, Po) 52 0, то сущест- 
Byer целое число К, 1 Ck <n, такое, что 


(2) 0, (4 уг 0 (36) 


в точке го. Если К = 2, то точка поворота х, — простая. 

В малой окрестности точки г, кривая Г задается уравнением 
х=х(р), где 2 (р) — функция класса С® при малых| р — р | и 

к 
2 (р) — 1 ~ a(p — po)", p> Por а 52 0. 

Заметим, что в точке поворота хо совпадают k + 4 корней 
р; (2) характеристического уравнения (35). 

Замечание. В малой окрестности точки г, с помощью 


замены переменных $ = py + 1 (x, р), # = < — Xp главный сим- 
вол можно привести к виду 


12 (2, р) = (PF -Е 2) Li, Р), L1(0, 0) 520. 
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Функция tp (x, р) принадлежит С® upu малых | х — xy |, | p — ро |, 
вещественна при вещественных 5, р и голоморфна по р при фикси- 
рованном г. 

4.3. Асимптотика решений. Пусть 25 = 0, L = 
= (a, р). Функция 1 (р) принадлежит Со (В), ч (р) =1 в ок- 
рестности точки py == 0, и носитель функции 1 (р) достаточно мал. 

р 


Положим 5 (р) = — \ = (р dp’. Уравнение (34) имеет ФАР у вида 


y (a, | | exp {ia | pz — \ z(p')ap’ | — 


0 


4 ( Bee (р), р!) 


mee OWA ny ри 
2) (тр), р) ар (е (р), PY) x 


о 


А о ‘5 
р Yo, (0) | п ар. (37) 


Функции ф1,..., PV можно найти из последовательности рекур- 
рентных уравнений вида 


: 1 „ \ 
— Lg, + (- 5 Гжб" t+ Гар} P= Pgs + ++ Фи). 


Формула (37) — это аналог формулы (7) $ 1 в р-предетавлении. 
Существование решения, имеющего АР вида (37), строго доказано 
при k = п (см. п. 6). 

Поведение решения у существенно зависит от четности числа К. 
Пусть Л, < 0, (0/p)" L > 0 в точке (0, ро) для определенности, 
5 > 0 достаточно мало. Еели А нечетно, то при малых | x | интег- 
рал из (37) имеет единственпую вещественную точку стационар- 
ной фазы, которая определяется из уравнения 1 = х (р), задающе- 
го кривую Г, и при |х | > 6, A-> + > 

x 

y (x, == A (2) exp [ ®\ р dt + ¢| ИНО, 

9 
где с — постоянная, так что решение осциллирует по обе стороны 
от точки поворота. В самой точке поворота 

у (0, №) ~ arn, a x 0, 

так что у (0, A) > © при A+ -- ©. Имеется также решение 
y (a, 4). 

Если К четно, то при х > 6 имеются две вещественные стацио- 
нарные точки р == р, (x), р = р» (2) и 

Е р; @) 
У 4i(o)oxp {aS pea} +0. 


j=l о 


у(т, ^) = 
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При х< 0 ner вещественных стационарных точек, так что 
y(t, ^) =О (<), ^> + ®, 5—6. Решение у (1, 4) можно 
выбрать вощественным. Асимптотика у (0, ^) имеет тот же вид, 
что и при нечетном Ё. Модельным примером служит уравнение 


(см. замеча ние п. 4.2, а также п. 6.2). 

5. Точки поворота самосопряженных систем. Приведенный 
в этом пункте метод принадлежит В. В. Кучеренко [49]. 

5.1. Система уравнений первого поряд- 
ка. Рассмотрим систему (1) на отрезке J = [а, 6]. Матрица-функ- 
ция A (т, г) удовлетворяет условию С из п. 4 приз © 7, 8 У = 
= [0, eo]. Будем преднолагать, что матрица Ay (2) антиэрмитова 
при всех Г, т.е. Ag (2) = — А, (2), где Ay (2) = АТ (2), 
и система (1) имеет ровно одну точку поворота на отрезке Г, а < 
< 1, < 6. Пусть в этой точке совпадают ровно два собственных 
значения матрицы 452): 


Ps (20) = р» (Xo) = Por Pi (Lo) F Px (о), (38) 
Pi (20) FP 3Ri, kn, FE. 


Собственные значения матрицы А. (2) — чисто мнимые; обо- 
значим р; (x) = ig; (2). Функции gq; (x) вещественнозначны и 
4, (2) е C= (Г) при всех 7. Существует базис {e; (2),..., n (2)} 
из ортонормированных собственных векторов матрицы А, (x) 
класса С (Г). Матрица То (2) = (е, (2), ..., en (2)) унитарна 
и приводит матрицу Ао (2) к диагональному виду. Преобразова- 
ние у = 7) (x) 2 приводит систему (1) к виду х 

ez’ = (A (x) + вВ (т, =)) 2, (39) 

В (2) = e475" (2) [Ao (@, г) — Ao («То (x) — To" (2)To (2). 

Рассмотрим простейший случай 

Pi (29) % р: (59). (40) 
Это условие устойчиво относительно малых возмущений коэффи- 
циентов системы (1), сохраняющих антиэрмитовость матрицы 
Ас (x). Пусть хо = 0, J = [—a, al, а> 0. 

Замечание. Пусть п = 2; тогда кривая Г: det (pl — 
— А, (2)) =0 распадается на две гладкие кривые р = р, (2), 
р == р» (x), козорые пересекаются или касаются в точке хо. По- 
этому Г не является гладкой кривой и результаты п. 4 к таким 
точкам поворота неприменимы. 


5.2. Система из двух уравнений. Пусть си- 
стема (1) приведена к виду (39), так что она имеет вид 


W = Ар, (2) у1 + bar (т, 8) ya + bia (т, г) у», (41) 
Yo = Ape (1) уз + Oar (2, 2) Ys + Bos (т, &) Yo 
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"Так как р, (0) = р, (0), то система не доыускает асимпитотической 
Ч 2 
диагонализации ($ 1, п. 1.3). Сделаем подстановку 
y 


у, = exp fas p,(t) at +4 Буве а, 74,2, 
о 


0 


и заменим полученную систему системой интегральных уравнений 


ге Ка (К (= \ K(x, 1, №204, (42) 
0 
0 ba (Ь =) exp {Н} ы 
K (a, t, = Se Hace -H . |; (42) 


S(t, 2) IAS far (0) — gala) ат, 51, в) = [bee (x) — bus (x)] de. 
t 


rye H = 5 (t, x) + S(t, 2), 2 = (в, 22)7, с = (ел, C2)", с} — ио- 
стоянные. 

Норма || К (x, $, ^)!! ядра оператора К имеет порядок О (1) 
при любом ^ > 0, так как функции 4, (x), 45 (1) вещественны. 
Но можно получить из уравнения (42) уравнение с малым ядром, 
записав его в виде 


z=c+ Ke + Kz. (44) 


Здесь А? — интегральный оператор: 
x 


(K?2) (= Ky (a, t, d)2(t) dt 
t 


где К, — диагональная матрица с диагональными элементами 


х 


gr=ba lt, 9) | В. (т, e) exp 2. [5 (t, 9 + 5 (x, a] + Silt, дат, 
t 


bei (т, =) ехр {— iA[S (т, #} 4- 5 (t, 2)] — 51 (т, В} dt. 


фа = бе (6, &) 


i 

Так как р, (2) 52 р» (2) при х SJ, #520, то lim gj = 0 в силу 
оо 

быстрой осцилляции экспоненты. Если условие (40) выполнено, 

то метод стационарной фазы позволяет получить оценку 


10; (6, =, А) [< а, ASS 1, 


где постоянная с не зависит от $, д & Г. 
Приведем асимптотические формулы для решений. Положим 
с = (1, 0)7; тогда 2 =с + Ke + К% + O (04). Более подробный 
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анализ показывает, что Кс = О (4-1), так что 


thes 


= <r 
20) — (0, (exp {— iS (t, x) — Si(t, x)} ber (t, © 4) 
о 


58 — ( 


где |О (У | Sed! при AS Ag, хе Г. Интегралы, входящие 
в формулу (46), практически не допускают дальнейптих упроще- 
пий; можно лишь выразить их через интеграл Френеля 


-O(K"), 


(46) 
exp {AS (t, 2) 1 Si(t, 2} ie (t, =) de, 0)" 1 O(A), 


ен 


x 
D(z) = Se at 

о 
(см. [25]). Но если отойти от точки поворота, то метод стационар- 
ной фазы позволяет вычислить асимитотику интегралов. Пусть 
© >> 0 фиксировано; можно выбрать © сколь угодно малым, но не 
зависящим от ^. Тогда система (41) имеет ФСР такую, что при 
^-> >, 4 ЕГ, || >а 


y, (x, №) = exp [р (t) dt +4 b5;(¢, 0) ar} [+ OO), 7=1,2, 
о 


0 


==(4; ЕТ LT Te 
fh ( у о 


2 (0) | 
1 =( / 0) e#*5/1 sen x, 4 и 
i р 2% р; (0) — р, (0) | 


5 = sgn [qs (0) — 91 (0)]. 

Напомним, что корни р; (2) — чисто мнимые. Так как матрица 
То (2) унитарна, то матрица То’ (2) Т’ (2) антиэрмитова. Если A 
не зависит от &, то элементы by, (2), 6». (x) — чисто мнимые, 
вы (x) = —5 bis (a) и (1), = — 0... 

Применяя метод последовательных приближений к уравнению 
(44) и метод стационарной фазы, можно получить АР решений си- 
стемы (1). Этот метод применим и в том случае, когда функция 
P, (2) — р» (x) имеет нуль произвольного конечного порядка в точ- 
ке поворота Zp. Этот случай, однако, неустойчив относительно 
малых возмущений коэффициентов системы. 

5.3. Система из п уравнений. С помощью пре- 
образования (19), где Т (a, =) имеет вид (23), систему (1) можно 
при 2 & J привести к блочно-диагональному виду (22), где 


N 
_ faz) 0 к 
By (z, г) =| ги м + т By (2), 


N 


Виа, = А+ 3 e*A, (2) 


7 
1 (0, 0) e9/4 son =) у 


(47) 
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и Л, (2) — диагональные матрицы. Система (1) имеет решения 
Уз (2, &), - . -, Ин (1, €) вида (8) § 2, асимитотика решений у, › (x, =) 
определяется из системы ey’ = В, (х, #). 

Пусть в точке хо пересекается несколько корней, т. е. Py (50) = 
=... = рь (2) = ры Pj (Фо) P(t), 11 Ь, 
а остальные корни различны и отличны от ро. Изложенный выше 
метод применйм в этом случае, так как ядро оператора К? имеет 
порядок О (A) при AS 1. 

Замечание. Нусть все собственные значения матрицы 
А, (2) — чисто мнимые при x = Ги существует базис {e, (х),... 
..., Cn (2)} класса С® (Г) из собственных векторов этой матрицы, 
Тогда для системы (1) справедливы приведенные выше результаты. 

5.4. Система уравнений второго поряд- 
ка. Рассмотрим систему из п уравнений 


УМА (2, A) у=0 (48) 
с эрмитовой матрицей A, (x) = А (х, 0). Пусть матрица-функция 


А (5, =), в = 471, удовлетворяет условию С из п. 1 и собственные 
значения р; (2) матрицы А, (x) положительны: 


pj) > 0, «Sl, 1%] <". 


Пусть на отрезке J имеется ровно одна точка поворота 2, а < 
< 1 < Ь, и выполнены условия (38), (40). Будем также считать, 
что zy = 0, / = [~a, а]. Система (48) эквивалентна системе из 


2п уравнений 
2 0 I 2 0 
ы [2] + Р (x, =) ! | = | serine 


которая удовлетворяет условиям замечания п. 4.2. Здесь 0, J — 
нулевая и единичная матрицы порядка п. 

Пусть матрица Т. (x) приводит матрицу А, (x) к диагонально- 
му виду A (2). Полагая 


2 T(x) То (2) 
м =; 2 = В (=) УЛ (2) — То (1) vrai 2 a) 
получаем систему 
ви’ + Л, (x) w -+ В (5, г) w = 0, (50) 
УХ (=) 0 ле 
Ло (2) -| 6 nial , B(x, в) = By, (2) + В» (т, 8), 
ВА | G+ ETO OM]? 7] + 
отток" в] 1 5'], 6 


0 I 
Ba (x, г) =e tT (2) [ав 2) — Ay (2) о] Т (2). 
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Здесь приняты обозначения: если С, С; — квадратные матрицы по- 
рядка п, то 
Te Gy сс, сс, . 
Cle, в. |= lee, сс. 
Ул @) = diag (Ур @),..., УР, @)), 
все корни арифметические. Заметим, что 


diag В, (x) = diag [То (2) Т’ (2). 


В силу условия (38) достаточно рассмотреть систему (48) из 
двух уравнений. Введем обозначения 


: 1 q) 
(в, A) = ina sen at (t)at — Su war, 
р (2) = — в (2) = Ура), в (= — в (@)=УрР@), (52) 
№ (xz) = IB, (x) + Bs (a, Oj). 

Система (49) имеет ФСР вида 

w, (2, ) = ©; (в, №) № + КИ, +O 0, (53) 
где fj — вектор с компонентами бу, К; — интегральный опера- 
тор: 


(Kw). (o) = Дохр {ia {th (=) — aCe) de + 
о 


+S (4) — WO (w)] dt} [(Br (8) + Bolt, 0) whe de, 


B, () ) = В, (t) — diag В, (1) 


п аналогично определяется матрица В, (t, 0). 

Эти формулы упрощаются вне некоторой окрестности точки по- 
ворота. Пусть § > 0 фиксировано; оно может быть выбрано сколь 
угодно малым, но но oe Was от г. Ограничимся для простоты 
случаем, когда матрица A (5, =) не зависит от &, и положим 


5 =sen[p; {0) — ps (0)], (54) 
a (0) — pind/4.¢* (0) ©’ (0) sun a. 
а V pil и тЫ © (0) е, (0) syn a 
При 4 -> -Ноо, | x | > 6 система (48) имеет ФСР вида 


x 
4 
, — exp {id t) dt — 
ne, = = exp {i } Ури 


| 
Ctl oe 


а де [ex ярые +073], 
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уз (т, №) = — ! ——— exp {ia \ ИР dt — 
Ps (2) 8 


=] 
~ 


— } е (t) ey (t) at} [es (x) — Vi 


х, №) = yy (т, №), Ys (т, №) = Ys (@, ^). (56) 
Оценки остаточных членов равномерны по х Г, |x| >h 
и АР (55) можно дифференцировать по хи шо A. 


6. Точки поворота возмущений обобщенного уравнения Эйри. 
Уравнение 


а +0079], (55) 


y™ — zy =0 (57) 


при п_> 3 называется обобщенным уравнением Эйри, a ero реше- 
ния — обобщенными функциями Эйри. В этом пункте приведены 
результаты работы [108] об асимптотике MCP системы (1) и урав- 
нения (2) в полной комплексной окрестности точки поворота 
в случае, когда главный символ близок к символу 1° = р" — x 
при малых | x |. 

6.1. Структура корней. Рассмотрим систему (1), 
где матрица-функция А (x, =) голоморфна по 2, ¢ при |х |< г, 
0 < < аи разлагается в асимптотический ряд 


A(e,e)—= У Аи", > +0, 
r=0 


равномерный по z, |х | < г. Числа г >> 0, &, > 0 предполагаются 
достаточно малыми. 

6.2. Структура корней. Пусть матрица Ay (0) име- 
ет жорданову нормальную форму вида 


0 1. 0 
A=] 9. a], В, .=(- 1). (58) 
0 0. 


Тогда главный символ системы (1) имеет вид 


1° (x, р) = (—1)" [p” + zan-1 (x) p™ ++... + xa, (т) p—2 +0 (271, 
где функции a; (x) голоморфны при |x | < г, так что 
В (x, р) = "#2 +0 (|= | 2р]) 


при малых [a |, |p |. Уравнение 1° (2, р) = 0 при малых |х |, 
|p | определяет одномерное комплексное аналитическое много- 
образие Г в двумерном комплексном пространстве Cy X Cp. 
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Собственные значения р; (7) матрицы А. (x) имеют вид 
pj (2) = «мат 4 2D, (at), 43] п, 


где o == et/n, функции р, (4) голоморфны при [# | < г. 

В п. 4 было показано, что сформулированные выше условия на 
точку поворота x = 0 носят характер «общего положения». 

6.3. Внешнее разложение. АР решений системы 
(1) строится с помощью метода сращивания асимптотических 
разложений, суть которого состоит в следующем. Строятся два 
различных типа АР — внешнее и внутреннее. Внешнее АР при- 
годно в кольце Ay: 0 <6, (=) < |x | < к, которое не содержит 
точку поворота, внутреннее — в окрестности точки повороза 
Ky: |x | < 5. (=). При 0 < = << 1 области K, и К, перекрываются, 
что позволяет установить связь между внешним и внутренним АР 
(или, как принято говорить, срастить эти АР). Метод сращивания 
АР широко применяется в асимптотической теории линейных и не- 
линейных обыкновенных дифференциальных уравнений и уравне- 
ний с частными производными. 

Внешнее разложение имеет тот же вид, что и АР из $ 2. Пусть 
5 (8,, 0.) — сектор 


[2 | Зг, 9 Зав 0,, 0, — 6, < an/(n + 1). 
Введем обозначения 
А (2) = diag (р (2), » + +, Pn (7), 
© (t) = diag (1, ¢,..., #74), о = ем, (59) 
Система (1) имеет ФМ вида 


У (2, =) = 9 (2 [Моно У (д, в)ехр [= | A(t) at} ‚ (60) 


0 
и справедлива оценка 


ИУ (2, |<, |279" | <a, 25 (0, 6,), О<е< в. 


(64) 
Далее, 
У (a, г) = U (a, =) eB), ¢ -> +0, 
где В (2) — demguenseee матрица, и р АР 
= Be’, (z,e)= У О, (дп) [вает] (60) 


r=1 r=0 
при e— 4-0, ea in ->0. Матрицы U, (1) толоморфны при 
«мА, 
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6.4. Внутреннее разложение. Введем внутрен- 
нюю переменную ; 
sree), 
и пусть Х — сектор 
| аге $ | < пл/2 (п +1), п печетно, 
—n/2 [args < (п — 1) л/2 (п + 1), п четно, 
От Оо), (63) 


матрица Q определена формулой (59). 
Система (1) имеет ФМ вида 


2 (a, =) = © (вину п) а-пу/ею Z (д, в) е9%, [$ | > % > 0, 

2 (x, 8) = Z (x, 8) е9®, [5 1< 3, (64) 
и справедлива оценка 
NZ (2, г) Ile, [8 | > so, | в/из || <a, 

О<=<а, зе». (65) 
Далее, 
Z (x, 8) = V (5, e) 52%, 
где D (=) — диагональная матрица, и справедливы AP 
& 
= > Диет), 


r=1 
co 


У (5, в) = a У, (5) [etmtndsins2ynyr (66) 


при # —> 0, |5 | > so, s ЕЕ», el/(m+)s(n+2)/n _, 0. Для матриц У, ($) 
справедливо АР 


7, 6) = Vis", sox, sed, Уш==0о (0). 
v=0 
6.5. Сращивание асимптотических раз- 


ложений. Сектор 5 выберем так, чтобы ограничивающие его 
лучи лежали внутри сектора ХУ: Можно положить 


пл 
0, = — Tap +8=— п нечетно, 
6, rts, 8, n sero, 


где § > 0 достаточно мало, и пусть 0, < arg t < 0.. 
Так как У, 2 — ФМ системы (1), то 


У (a, г) = Z (a, ® Г (e), 
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где матрица Г (€) не зависит от х. Области применимости внешне- 
го и виутреннего разложений перекрываются, так как оба АР ипри- 
голны при 

в/ч < | x | < < =т/(т+2) 


В этой зоне можно срастить эти АР. Введем внутреннюю область 
5: | в/и+1) 56) бит < 1, внешиюю область 5.:| в MON] < 
< & и промежуточную область бт = 5; [|] 5е, где 


Sy = Brite, = < али, 
«=, 18 1х6) =0, |315 


Если числа & > 0, & > 6 достаточно малы, то справедливы фор- 
мулы связи при j,k = 1,..., п: 


| ре (о, €) Сы (©) Е вл ts Э], (2, в) 5 
Yin (т, =) == | | „2 =(5:П5 
Zin (т, &) Нру (т, =), (г, &) =($: Г] Sin), 
тде pj, (2, =) =О (e%) при e > -+-0, Е e) Е 5; и при любом N. 
Для элементов ух (е) справедливо АР 
Yen (е) = gree) (oH) У Yun, jerk), e+ +0, (67) 
r= 


где by, (=) — диагональные элементы матрицы В (=) из (62). 
6.6. Редукция системы (1) при четном п. 
Пусть 5, — сектор 


|| <, 14 в2< и 


rie 6 > 0 может быть выбрано сколь угодно малым. ae сущест- 
вует преобразование вида (19), приводящее систему (1) к виду 
030... OF 


004 0 
22’ = Ag(r)z, Ao (t)= i ae a we, Bi . 
0 0 1 


Le OO see 0 
Матрица T (x, =) разлагается в АР вида (28) при => +0 равно- 
мерно по z & Sq и голоморфна по x, € при Е ЗБ, О< 25 в. 


Коэффициенты АР определяются из формального тождества 


ат 
dx 


= Ao (x) T —TA (a, =) 


для формального ряда (28). 
7. Почти диагональные системы. Рассмотрим систему (1), где 
матрица-функция A (x, €) голоморфна по x, & при 
12| < 2, O< le |< eo, | arg e | < 0%, во > 0, 220, O > 0 
“ (68) 


и удовлетворяет условиям: 
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1) Существует голоморфная и невырожденная при |x | < 20 
матрица T (x) такая, что 


7 (2) Ag(z) T(z) = diag (р: (2), .. +» Pn @))- 


2) Если р, (x), ..., рк (xz) — все различные собственные зна- 
чения матрицы A, (x), то р; (2) = zp; (x), 1 <] Kk, гдеа > 1— 
целое число, функции 2; (x) голоморфны при |x| xy и Bee 
P; (0) различны. Здесь Ay (7) = А (z, 0). 

Пусть 5 — сектор |агех— а |< В, 0<Pp<a/(2 (а + 1), 
 вещественно, числа 2%, 20, 9, достаточно малы. В [84] доказано, 
что система (1) имеет ФМ вида 

x 
¥ (x, e) =U (2, e)exp{—\ Ao ag} 
[о 


и справедливо АР 
< 
U(x, г) = DU, (a, eel), >40, 
r=0 
равномерное по z, в, если ЕЕ S их, = лежат в области (68). Далее, 


М 
И (a, в) — ХО, (т, г) ван) =O (у (ем =), 
r=0 
y (=) = аа (Ine) 17”, 


где 6,4 — символ Кронекера. 
Оба условия 1), 2) выполнены, в частности, если матрица 
Ао (x) антиэрмитова при вещественных x (ср. п. 5). ' 
8. Уравнение Территина. Уравнение 


aye — "у =0, (69) 


где т — любое комплексное число, называется уравнением Tep- 
ритина. При т = 0 это уравнение Эйлера, ниже т 2 0. При 
п = 2 решения уравнения (69) выражаются через функции Бес- 
селя; в частности, при т = 3 его решения — функции Эйри. 
При т = п - 1 уравнение (69) есть обобщенное уравнение Эйри. 

Решения уравнения (69) выражаются через б-функции Майе- 
ра [22] (обобщения гипергеометрического ряда), асимптотика ко- 
торых мало исследована. Ниже мы следуем работе [69]. 

8.1. Интегральные представления и ряды. 
Пусть С — контур в комплексной плоскости & состоящий из 
полуоси (-- < — @, ш — ial, отрезка [w — ia, w -+ ia] и полу- 
оси [w -+ ia, +00), где 

a>(n—1) [Im], шве ("="), ш< 0. 


т 
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Положим 
n-1 


= {п ге фа mentees, 


о 4h, < nytt, 


п—1 


ФИ = = il r (= = t) menie-aint | 
Тогда ыы 
т ~ 1 m 
n=) oa, го oo" at 


6 g 
являются решениями уравнения У и разлагаются в ряды 

1 ij т. < ( 1 репу уту 
yj) = — ет тт ях py Tl ГУ 44 У ше: =} туру, 


v=o Ко 
(70) 
которые сходятся при д" 520. Ветвь 
т — oxp {mt [In | x | + i arg al} 
зависит от выбора arg z. Формула (70) определяет асимптотику 
решений при x — 0. 


Решения Yo (2),..., Ун-1 (2) линейно независимы, если т 52 0, 
54, +2, ...,+(n — 1). Пусть 
т = +41, +2, +(n — 1). (71) 


Введем ayes 


фи (t) = п г(1 + — =} * {sina (1 печени, 


k=0 
где j, h — целые числа такие, что 
0O<gh[mM+j<n—-1, 0gh<gn—-1, 09<}< [т |- 1. 
(72) 
Тогда функции 
i¢ я oy 
Yin (= зщ} Фа (73) 
ТЯ 
образуют ФСР уравнения (69) и разлагаются в ряды, сходящиеся 
при 1” 520 


h 5 
Yin (2) = — 3 [In (mx) х аль (j, hy ors, 
= vo 
ay (j, №) = 


l 

1 авто (2x) BED ed 

= „дв кн —_@м) _ 

= Ganr* Ay-nv-nj]me-j(k +1) ifm by TICES fF (yy, 
= 
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Здесь Be — числа Бернулли порядка Й -| 1, 
и— 
h ie 


hO= { I г( 
k=0 
В частности, yjo = У; (2). 

Приведем некоторые свойства решений уравнения (69). Поло- 
жим 


© = ет, 0х = пит, (74) 


1. Если у (x) — pemenne, то у (wx) — решение. 
2. Если т не имеет вида (71), то 


yj (1) = oP y; (co), р=0, +4, -2,....] =0, 1,...п— 1. 


(15) 
3. Если т имеет вид (71), то 
h 
Y5x (1) = 2 CF (2i)4 w@P-iy;, pg (хо-Р). (76) 


4. Bee решения yj, (x) выражаются через решение Ff (x): 
n—h-1 


Ул (2) = У с» i, №) 7 (wo*), 


постоянные с, (7, h) определяются из соотношений 


n n—h-1 п 


Х (Ва) Пи — xo"), 


К=0 


coli, Комо воно MEY + |=}, 


m 

enctea (Я = (— 20" 2’ exp {| 7-1) — 2S] =]. 
Штрих означает, что в произведении опущены множители с поме- 
рами k= jf, j-+[m|,...,7 |т |. 

5. Решения Я (x), 7 (co '), ..., F (eo!) образуют ФОР. 

8.2. Асимитотика решения Ff (x). Все приведен- 
ные в этом разделе АР при | 2” | -> co равномерны по д, иг — 
фиксированное число, 0 < & < п. При 


|1 |-> oo, —п < arg ("2") < (Qn +1) п 
справедливо АР 
=ехр д" (топе т) тт [nw (2куа-о” + У анти | i 
k=. 


ее) ст 


в 
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равномерное по arg x. Коэффициенты d,, 4., ... выбраны так, что 
формальный ряд Е (x) удовлетворяет уравнению (69). 

Приведенные в п. 8.1 тождества позволяют выразить асимпто- 
тику ФСР при | x | > oo через асимитотику решения й (x). Реше- 
ния § (x), 9 (20 !),...,7 (хо"*!) образуют OCP, которая одно- 
значно определяется условием: решение с номером 7 асимптоти- 
чески равно Ё (х0`"') при 

Ja™ [— 0c, —п +e <arg (т"а” 7) < (2 + 1)n— в. 
Постоянные с, (j, h) — это множители Слокса ФСР {уу (2)} по 
отношению к MCP 1; (507), 7 =0,1,..., п — 1. В [69] приведе- 
на также другая MCP, аналогичная рассмотренной ранее Х. Тер- 
ритиным, но множители Стокса ФСР {уз (x)} являются более гро- 
моздкими. 


8.3. Асимитотика фундаментальной cn 
стемы решений. Положим 
c= бл" (2рг"ете-дл, 
Приведем АР решений при |2" |-> < в указанных ниже секто- 
pax. Если т не имеет вида (71), той = 0,7 =0,1,..., п — 1; 
если т имеет вид (71), то 7, h — целые числа, удовлетворяющие 
неравенствам (72). Положим 


a = arg (т "д”). (78) 
1. Если —л +e Ca< (2% |3) л- ев, то 
Ул (2) = с (—-20' РЕ (2) + с Фот Е (д oP), 
за исключением случая т = +1, 1 = 0, В =п — 1. 
2. Если —п + е<а< 1 п— в, то 
ул (x) = ес (—2i)*o MODE (2). 

3. Если (hk -+- 1) +e a < (2h + 3) — в, то 

ут (2) = с (2i)"@i2F (xo"!), 
4. Если (2p — 1) п +eQa< (2p + 3) a — в, то 


Yin (2) == ¢ (2i)" @i@p-h-/2 ig i *) Е (aw?) +- oF ( )E (zo-P-4), 


где р — целое число, р < —1 или p >h +1. 
5. Если (2р —1)n +e<a< (2p + л--ьв, то 


yin a) =e (2i)"(? 5 * )oXerMPF (бт), 


где р — целое число, р < 0 или р > № +1. 

Постоянные сх (7, #) — это множители Стокса DCP {yjn (2)} 
по отношению к ФСР {7 (хо7’)}. В [69] вместе с первой из этих 
ФСР приведена еще одна, множители Стокса для которой выра- 
жаются более громоздкими формулами. 


11 М. B. Федорюк 
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8.4. Обобщенные функции Эйри. Рассмотрим 
уравнение 3 


уе — ry = 
так что т = n+ {в уравнении Территина (69). Положим 
2p—1 
=a Р=О, 1, +2, 


и пусть = > 0 мало, но фиксировано. Введем функцию 


EB (2) = НИР ЕО ‘i (n Ay Да-а) gp (1-n)/(2n) х 
Л п/л 


x exp {+ i an vin } [44 L Yar renin | (79) 


которая отличается от Ё (5) постоянным множителем. Torja при 
[2 |-> со 


у; (2) = (р — 1) exp {2ру (п -+- 1)} Е (x exp {—2рлит}) (80) 
в секторах 
Gp 2 < ат & < Pp — в, 
так что эти решения ведут себя как экспоненты. В оставшихся 
секторах, т. е. в малых окрестностях лучей arg x = py, решения 
у; (2) ведут себя как суммы экспонент. Имеем 
у; (2) = exp {j (2p — 1) п/п + 1)} Е (x exp {—2 рю (в + 1)})+ 
+ exp {7 2p -+ 1) дп + 1)} Е (т exp {—2 (р + 1) mi/(n + 1)}) 
(81) 
при |2 | > ~, | @ — Ppa | < г. Ha луче ф = ф,‚ имеем 
[ех р {(де-ай4р/ (пал) (+1) т} |= | ехр {(we-2ai(p+2)/(n+1))(mHt) т} |, 


так что оба слагаемых в формуле (81) имеют одинаковый порядок 
роста при | | -> co и решение у; (x) может иметь бесконечно мно- 
го нулей вблизи лучей arg 2 = Фр. 

8.5. Обобщенные функции Эйри первого 
рода. Пусть п = 2N четно. М. Kono [82] ввел функции Ai (2), 
которые при п = 2 совпадают с функцией Эйри (гл. ТУ, $ 1): 


п 


А Ри 1) (в + A)RG-DI ng 20; (2), 


иди [Птичь SEPM rin are, 6) 


m=o K=1 


1==1,2,..., п. 
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Здесь }, И; — вещественные постоянные, 
nel 
> па) 


(ее (HT in AP 


nov? mat? +... +p =(@ + 1) Tr (2 | 24 cos at + 1) 
К=1 


Эти функции обладают следующими свойствами: 

1) Пусть целые числа fy, ..., К, различны по mod (п -| 1), 
® = exp {2ni/(n + 1)}. Тогда функции Ai (wiz), Petia. ® 
образуют MCP и их вронскиан равен 


wets TL fee) Je (EE +) a. 


= (— 1) (n Anode, j= AID (0). 


2) Справедливо тозидество 


2, В. Ai (o*z) =0 


Po=1, Ви” И 


sin( 4 тп bya", k> i, 


3) При |2 |-> 00 ак Ai (2) имеет вид 
82-®-1)/т) exp {- 


аут] (Ate), —2n<argz<—a, 
Ty amin) (1), —<arge <a, 
45-е) ехр {- a аи (4 te), —л<ав2 2a, 
[24 =| 


y= eXP |p d окр [ай в) =O (2 n), 


g-(n-1)/(2n) exp {- 


$ 7. Задача о рассеянии, адиабатические инварианты 
и задача на собетвенные значения 


1. Матрица рассеяния. Рассмотрим систему п уравнений 
y" + МА (x) у = 0, (0 
где ^ > 0 — параметр. Пусть выполнены условия: 


1) Существуют конечные пределы lim А (5) = Ax, собствен- 
хе 


ные значения р} (pj) матрицы A, (А_) положительны и различны. 
2) A (2) = С*(В), А (2) — А, < Г (0, оо), А (2) —А_ (2) = 
Е L, (0, оо). 
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Тогда при фиксированном /, > 0 всякое решение системы (1) 
можно представить в виде 
у (x, ^) = АА exp {КУА} 6, + ме + 
+ AM exp {ФУ Аж} 6. К] = 
=A," exp {AV A,2} fe, + A~tef] + 
+ АРА exp {У Аз} [с +. 


Матрица УА_ подобна диагональной матрице с элементами 
Ур Os 6 aa Vpn > 0, и аналогично определяются остальные 
корни из матриц. Векторы В+, cy зависят только от A, | в; (2, А) |= 
—0 приз-— — o, | ef (2,14) |-> 0 при х- + с. Матрицей 
рассеяния (или 5-матрицей) называется (2n Хх 2п)-матрица 
Sy 5 
Si 52 бо 

где Sj, — квадратные матрицы порядка п. Матрица рассеяния 
не зависит от выбора решения У и обладает следующими свой- 
ствами: 

1. Если матрица А (x) эрмитова при всех х, то 5-матрица уни- 
тарна. 

2. Если матрица А (x) вещественна при всех z, то 


© [58]. 2) 


Пусть выполнены условия: 

3) Матрица A (x) вещественна и симметрична, ее собственные 
значения строго положительны и различны при всех д Е В. 

4) Элементы матриц А (5) — A,, А (2) — А_ — плавные функ- 
ции ($ 6, п. 3.3) соответственно на полуосях (0, -|- 00), (— со, 0). 

Тогда при dA > -- со справедливы формулы тила (9) $ 11 гл. II; 
843 (4) = exp {ia§ (ИРД) — Ур!) 4х + 


0 


о < 
+) (Иру Ира Хм, 
ce ke 


sj (№ =О (>), FAL 


Если матрица-функция А (2) голоморфна в полосе вида 
Il: |Imz|<a,a>0, и условия1), 2), 4) выполнены в I, то 
недиагональные элементы 5-матрицы имеют порядок О (e-*), 
е> 0, A> + ow. 

2. Адиабатические инварианты системы (1). При условиях 1) — 
4) и при 4351 уравнения (1) описывают колебания системы 
из слабо связанных линейных осцилляторов, частоты колебаний 
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которых медленно меняются со временем (гл. ИП, $ 11, п. 3). 
Пусть {e, (2), ...,е, (2)} — ортопормированный базис из вещест- 
венных собственных векторов класса CY (В), у — решение сис- 
темы (1). a функции 


(с, =) = 2 any (ei, (=), Ya) + Ce, уу, ASk Sn, 

(3) 

являются адиабатическими инвариаитами системы (1). Величина 
Л» (A) = Л, (- 00, 2) — Ч, (— 00, 4) 


называется полным изменением адиабатического инварианта. 
Пусть у; — ретения системы (1) такие, что 
4 + ь т ‘ 
у; = (р) exp (iV ру =} Ley (+ 00) + о (131, #- + ®, 
и у; — решения с аналогичным асимитотическим поведением при 
a> —oo. Решения (И, и}, ли 1< is 
ФСР, и любое решение имеет вид 
= Уч + У = Ya ++ Уф. 


п, образуют две 


Здесь at, bt суть п-векторы, У* ость (в Х п)-матрица со столб- 
цами У (2),.... yn (2), аналогично определяются остальные 
матрицы. Тогда 


Т; (A) = 2 (abi — а). (4) 


Если условия 1) — 4) somonnenn, то J, (A) =0 (^^) и 
Jy (^) = 0 (e%), >20, A> -- oo, если матрица А (x) удовлет- 
воряот сформулированным в конце и. 1 условиям. 

oe Адиабатические инварианты канонических систем. Pacemor- 
рим систему из 2n уравнений 


ey =A (a) y, 6) 


где ФА (2) — вещественная ! симметрическая матрица, Jon 
см. B § 4. Введем условия: 

1) Собетвенные значения матрицы А (x) — различные и Чисто 
мнимые при всех 7, — 00 < хх - oo. 

2) Пределы А (2) = we существуют и конечны, элементы 


матрицы-функции A’ (2) — плавные функции. 
Пусть р; (2) — собственные значения, е; (x) — правые собст- 
венные векторы матрицы А (2). Занумеруем их так, что 


Ру (2) = — р; (2) = р; (2), ел (2) = е; (2), LFS, 
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и возьмем левые собственные векторы в виде cy (т) = ep (2). 
Система (5) имеет m пезависимых адиабатических инвариантов 


тя 
Joa 2) te Уф кей, (6) 
е*Те* 
которые вещественны для вещественных решений у. Эти инвариан- 
ты находятся в инволюции, т. е. равны нулю скобки Пуассона 
{J,, Js} = 0, г 4s. При условиях 1), 2) полные изменения адиа- 
батических инвариантов 


J, (&) = Js (+- оо, &) — Ч, (— оо, =) 


имеют порядок О (e~) при & > -- 0. Отметим, что формула (4) 
является частным случаем формулы (6). В [111] содержится обзор 
работ по теории адиабатических инвариантов. 

4. Задачи на собственные значения. 

4.1. Задача на полуоси. Рассмотрим систему из п 
уравнений 


у = 4A (2) y (7) 
на полуоси R': х >> 0 и ноставим краевое условие 
Uy (0, 4) = 0, (8) 


где U — постоянная матрица порядка т X пи ранга т. Точка 
Ag называется собственным значением задачи (7), (8) на полуоси 
Rt, если существует нетривиальное решение у (x, №) & Г, (В*) 
системы (7) (собственная функция), удовлетворяющее краевому 
условию (8). Ниже рассматривается случай, когда собственные 
значения образуют дискретное множество и вычисляется их асим- 
птотика для некоторых классов систем. 
Будем предполагать, что матрица A (x) удовлетворяет услови- 
ям 1) — 4) из $ 4, п. 1.1, причем 
оо 
a(a)> 0, | чае =». (9) 
© 
Пусть тр, р; (2) -- соответственно собственные значения матриц 
В (+ oo), A (a). Тогда 


р; (x) = 1; + 0 (11 9 (2), = — ow. 
Пусть числа yn; таковы, что 
Ве \, < Вет, <... < Ве Ym < 0 < Ве ти: <... < Вещь, 


где т = rank 0. Тогда система (7) имеет MCP {у:,..., Yn} вида 
(10) § 4: 
ys(@ №) exp (i) pat +§ pM Wad} [es@) + Аше, A}, (10) 


x Xo 
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где при A > №, д > z (Ap) справедливы оценки 
1%) (2, №) |< (2), limk (2) =0, 13] < п. 
х-—+2 


Кроме того, существует сектор 5: [А | >A, >0, jarga] <6 
в комплексной плоскости A такой, что 

1) решение у; (x, ^) голоморфно по’ А, при A == 5 и при каждом 
фиксированном >20, 1 CjK п; 

2) решения у:, ..., Ym принадлежат Г, (В*), решения ум+1, ... 
.. Ув И никакие их нетривиальные линейные комбинации не 
принадлежат L, (В*) при каждом фиксированном A Е 5. 

Обозначим У (ax, А) = (У, (2, Л), ..., Ym (2, ^)); тогда всякая 
собственная функция имеет вид 


y (2) = ¥ (а, (9, (1) 


где с (A) — вектор с т компонентами, а собственные значения 
определяются из уравнения 


det ©, (A) = 0, ©, (A) = UY (0, Л). (12) 


Из свойств ФСР следует, что при А = 56 собственные значения 
либо образуют дискретное множество, либо det ©. (A) =0, так 
что любая точка сектора Sy есть точка спектра. Последний слу- 
чай является исключительным. 

Введем следующие предположения: 

1) На полуоси x >'0 имеется ровно одна, и притом простая, 
точка поворота 2 >> 0, Pm (Xo) = Рида (50). 

2) RE Pm (Xp) == Ве Pray (1%), OC 4 Kay, Вер, (2) < 
< Верн (2) при всех х >> 0, если ] 5 т, п, и прих > 2, если 

= т. 
3) Матрица-функция A (2) голоморфна в окрестности У отрез- 
ка I = [0, xo]. 

В данном случае J есть ЛС и локальная структура JIC, выхо- 
дящих из точки 2., такая же, как и для уравнения Эйри у” — 
— 4? (5 — 2) у = 0. Из точки хо выходят eme две ЛС И, 1, = 
=, Imz> 0 na 4. 

4.2. Асимплотика решений. Чтобы найти асимпто- 
тику собственпых значений, необходимо найти асимптотику ре- 
шений у, (x, ^),..., У» (2, A) при х = 0, A> + oo. Поскольку 
на полуоси x > 0 имеётся точка поворота ху, АР (10) непригодны 
при 2 = 0 и поэтому приходится рассматривать асимптотику 
решений в различных областях комплексной плоскости x. Пусть 
G, Gn, Gt — области, изображенные на рис. 25 и достаточно уз- 
кие, область @` симметрична с G* относительно вещественной оси, 
Все эти области содержат точку 2, >> XZ, а их границы — точку 
ia, a> 0. Обозначим G = GL la, + оо); аналогично определяют- 
ся области Gm, Gt. 


328 УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ nTO ПОРЯДКА [Гл. У 


Дальнейшие рассуждения аналогичны проведенным в $5 
гл. Ш, п. 24. Пусть 1<]<т-1, 1<k<n, jk, 
jvm, т +1; тогда для каждой c=[G] существует канонический 
путь ул, соединяющий точки х„, хи лежащий в [С]. Здесь cy, = 
= + < при k>j, ty, = ia, КЗ р}, так что АР вида (10) для 
решений у,,..., Ym-1 справедливы при А -» + oo, д ЕЕ G. Ана- 
логичные АР справедливы для решений у», yeu в областях 


{Gn}, [6=]. 


а ы ss 
Решения 1, ..., Ул, Ynvts Ута пинейно зависимы, так что 
т-1 


ут (к, №) == а. (®) увы (ls А) { а. (№уна (а, №) + a a; (A) у, (а, 2). 
| (13) 


Решения yxy имеют наибольший и одинаковый порядок 
роста при 2 -> -+ oo, и всилу того, что асимптотика (10) двойная, 


Рис. 25. 


имеем a} (A) + а3 (^) = 0, А >> 1. Уточним нормировку решений 


у”, Yau. Так как tg — простая точка поворота, то 
Рича (1) = 4 (1) + УР (2), Pm (2) = 9 (2) — VD (a), 
где D (x) имеет простой нуль в точке д = xy, D (1) > 0 приз > 
> и, 4 (x) — гладкая функция. Далее ($ 5), 
1 2 р 
= ет =, т +1, 
me р (2) =O ((х — x)"), 2 а. При 2 a, jam, 
т + 1 положим 


Gy (т, №) = (т — зо exp 445; (x) + SY” (2)}, 


SP (a) = p® (Hat, 
Xo 
где Уз — 2 > 0. Положим х = ia в тождестве (13). Значения 
всех функций и вектор-функций при 2 = ia получаются в резуль- 
тате их аналитического продолжения вдоль путей y, лежащих 
в соответствующих областях. При этом в областях G, Gy, G+ 
можно положить yp = y* (рис. 25), в области G y = yp. Соот- 
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ветствующие значения Я: 1, Cm+1 Обозначим 7th, Ел; тогда 


s@) s@) 
(Emir (2) MH) = от (2) ет ®, 


(р — м = i (@ — a), (Smet (2))- = Sm (2)5 
поэтому при х = ia все отношения у», Yns/Ym — Экепонен- 
циально малые величины и после сокращения на т тождество 
(13) принимает вид 

: р к у; (2, 2) ы 
ет (2) = а. (№) [ет (2) + 0 (А Yai) aay 9 +009. 
т ы 


= 


Умножая это тождество слева на векторы ef (2),..., em (2), 
получаем систему уравнений, из которой находим a, (A) = i+ 
-- О (A), так что 

а. (^) =i+ O(a), а_(\) = + 0(м%. 
Отсюда следует, что 
Ym (0, №) = Li - О (| улаа (0, №) + 
+ [- 2-0 (\1)] ужа (0, 2) + О(уь (0, №) 129), >20. (14) 
Для этого достаточно в полученной выше системе положить х = 
= 2, > fy и воспользоваться тем, что 


© 
Re\ [2540 — Pi] dt> — 00, t+, 
Xo 
при 1<3]<т+1 k=m,m+1. Последняя оценка пол- 
ностью аналогичиа формуле связи (8) из $ 5. . 
4.3. Асимптотика собственных значений. 


По построению АР решения yy, ~~~, Ут. 1» You. пригодны в точке 
zx = 0, а решение y,, выражается через эти решения. Замениз зна- 
чения всех решений на AP при х = 0, ^-> + < и учитывая (13), 
(14), получим из (12) уравнение для собственных значений. Введем 
обозначения 


Xo 


B= | Рон — Pm 9] 46 (15) 
0 
& = 158, (wo, Ol, Ах = det Bs, 
где В+ — матрицы: 
В+ = 0 {е (0), «+ +s &m-1 (0), еты (0)}- 
Пусть хотя бы одно из чисел A,, А_ отлично от нуля. Имеем 


Beit exp {— В Е} Be! exp {ity + Ei} = 0 9), 
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откуда находим асимптотику серии собственных значений 


л i Ч i A ыы 

= [я + — 35 (vo, 0), — (ба, 0))_] + ln 4} B+ 

| +0(, k—> +00. (16) 

Из формул (12)—(16) можно найти асимитотику собственных 

функций всюду на полуоси x > 0, за исключением малой окрест- 

ности точки поворота Zp. АР решений вблизи точки Ly можно най- 
ти, используя результаты $ 4. 

4.4. Уравнениет-го порядка. Рассмотрим уравнение 


y) + gy (2) yD +... + №4 (2) y = 0 (17) 


при тех же условиях на корни характеристического уравнения, 
что и выше, и задачу на собственные значения на полуоси х > 0 
с простейшими краевыми условиями 


y (0) =0, y (0) =0,..., у” (0) =0. 
В данном случае Ay есть определитель Ван-дер-Монда от функций 
Ра (2), + + +) Pmea (2), рн (2) при x = 0, так что 
д, _"7’ ыы (0) — P, (0) 


jaa Pings (0) — P; (0) ^ 


Учитывая явные выражения для функций ps? (2), получаем 
асимнтотическую формулу для собственных значений 


т—1 + 
— amt Pina (0) — р; (0) _ 
tym [bn + = ya Gone 
xeon 


ep ен _ Prix OY (ан (OY! | ails +00. 


ia Руа () — 2; (8) Pinas (t) — P; (#) 


Для уравнения У” — 224 (1) = = 0 эта формула совпадает с при- 
веденной в гл. III, $ 5, п. 2.4 я 
4.5. Задача на всей ос п.В: этом случае число jy называ- 
ется собственным значением, если система (7) имеет нетривиальное 
решение у As №) ЕЕ Ly (— со, со). Будем предполагать, что усло- 
вия из $ 4, п. 4.1, выполнены на каждой из полуосей х >0, 
1 < 0, так что 
А (2) = 49, (=) Оз (2) В, (2) 0, (1), => 0, 
А (2) = 9. (2) @ (2) В_ (2) Q@ (2), =<0, 
каждая из матриц 0+. (2), By (x) и функций 4+ (т) удовлетворяет 
условиям 3), 4) из $ 4. Пусть 
Е о 
9+@)>0% \сфёе=о, | сд е 


о —<> 
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и собственные значения 1 матриц В+ (-- со) таковы, что 
Вет! <... < Reni < 0 < Re niu <... < Rent, 
Вет: <... < Reyn < 0 < Вет. <... < Rem. 


Тогда система (7) имеет две ФСР {уЁ,..., и}, (yi, ~~ У}, 
для которых асимптотика вида (10) является двойной соответетвен- 
но при х-» -|- ©, д-— — с. Шри каждом фиксированном A, 
А > № >> 1, имеем: 

1) решения У; (x, ^),..., yh (2, A) принадлежат ZL, (В*), pe- 
шения yrs (2, A),..., Yn (x, A) и никакие их нетривиальные 
линейные комбинации не Е пространству ZL, (В+); 

2) решения Ул (5, ^),....Ул (т, А) принадлежат L, (R), 
решения у; (x, А),..., И» (2, ^) и никакие их нетривиальные 
линейные комбинации не принадлежат пространству L, (R°); 

3) существуют р>0, 6>0, a>0 такие что решения 
yt (2, A), 1 <j<n, голоморфны по А при [А | >So, | arga MI < 
<би при казедом фиксированном «x > а (соответственно 5 < ays 

Всякая собственная функция имеет при ^, Е Sy, | А | 1 вид 


y (2, №) = of (A) uit (а +... bom (A) ym (a, A) = 
= Cit (A) уты (т, №)... > en (A) Yn (2, №). 


Собственные значения определяются из уравнения W (A) = 0, 


где И’ — вронскиан решений У’, ..., У, Уж, се Yn 
Пусть выполнены условия, аналогичные условиям 1) — 3) из 
п. 4.4: 

1) На вещественной оси имеются ровно две точки поворота 
2: < ха, обе простые, Pm (Tj) = Риз (2;), } = 1, 2. 

2) Re ри (т) = Re Pas (1), «3:53, Вер, (1) < 
< Верн: (x) при Beex х, если j 52 т, п, и при 2 СЕ (21, 23), если 
1 = т. 

3) Матрица-функция A (x) голоморфна в окрестноети отрезка 
[21, 22]. 

Пусть С — простой замкнутый контур в комплексной плос- 
кости х, охватывающий отрезок [21, 2.] и ориентированный поло- 
жительно. Введем обозначения 


= и [Рина (2) — ри (94а, 


=+ фе — p® (ат. 
Система (7) имеет бесконечную серию собственных значений вида 


Ay = EQ" [л (A + 1/2) — + OK), &- о. 


Аналогичные результаты справедливы в случае, когда система 
(7) имеет несколько простых вещественных точек поворота [60]. 
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$ 8. Примеры 
1. Система Штюккельберга. Эта система возникла при исследо- 
вании неупругих столкновений двух атомов и имеет вид 
h?uy + фи, = ми, h?uy + фи, = аи, (1) 


где ф, (2), фз (x), а (x) — гладкие на отрезке J = [а, 6] веществен- 
ные функции, hk > 0 — малый параметр. Положим 


<= фе KO=Flaw@—Gawl © 


Собственные значения и собственные векторы матрицы системы 
равны 


Рл (2) = $ (2) + УР (а), D= Pte, 3) 

42 (2) = (pF YP +O), в даа, f= 4,2. 
Система, (1) имеет два типа точек поворота. 

А. $? (1) == yp? (2) + а? (2). В этом случае либо py = 0, либо 


рэ == 
Б. р? (1) ++ a? (2) = 0. В этом случае р, = ро. 
Пусть на отрезке 7 нет точек поворота. Так как 


| | tah | с 


ехр )— \ 4—_ =, 
TO) ИТ) 


то система (1) имеет ФСР вида 


1 1 


— Ир д at 
Ура Vel (xe (2) Hoa 


x [es ( (a) +0 (A), 71=4,2. (A) 


Эти формулы можно записать в виде 


ul (т, h) ae wR exp {5 ДУ au} | т +0], 
uh (@ h) = pa — exp Lp j Ура x © 


Урр VVD+¥ 
«кит |+08), 


uj (a, В) = Ш (т, №), j= 1,2. 


uf (x, h) = exp |+ Е + 


Bese 


2. Волны в плазме. При исследовании распространения электро- 
магнитных волн в неоднородной плоско-слоистой анизотропной 
среде и, в частности, в магнитоактивной плазме возникает система 
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уравнений 
PE. wo 
wim 5- [AFx + iCE,]=0, 
CE, в. wr > (6) 
= ra le Ex + BE,)=0 


гдео > 0 — частота, с — скорость света в вакууме, A, В, С — 
фу нкции or 2. Этот случай отвечает нормальному падению волны 
на плазменный слой. Собственные значения и собственные векто- 
ры матрицы системы равны 


pias (A--B+ yD), 4C2, 
— 2iC г а = 
1,9 (2) == [. pee | ‚ e1e(2)=[2iC, A—B= yD}. 
Точки поворота системы определяются уравнениями D = 0, 
АВ = С*. 


Пусть w/c >1, на отрезке J нет точек поворота и функции 
Ве Ир, (2), Ве ур, (@), Ве (Ур, (2) — УР. (2)), не меняют знак 
при z Е Г. Если функции A, В, С вещественны, то это условие 
выполняется. В данном случае правые и левые собственпые векто- 
ры таковы, что е; = (a;, ВУТ, е* = (— a@;, В}, и потому 


202.0 с 
е; (t) е; (1) УЕ — (2) 
Система (6) имеет ФСР вида 


tm eae ee ура ia) +00 
У 3% 


Zo 


В 
7 1 1 ‚о ( 1 - 
окр {+ i \ Vpo( at! [eo О 
Ур VV¥D+A—B “а J 
где Ey = (Ex;, Ey;)’. 
3. Cucrema теории упругости. Малые колебания плоской упру- 
гой изотропной среды описываются системой 


951 9515 


ia Pog РА, | 
854 | 05 а (7) 
Tie Ty + pot, = 0. 


Здесь и = (ил, и.)Т — вектор смещений, в = (6;,) — тензор де- 
формаций, 


ди; 
=Adivu + >, 1=14,2, 


дит ди» 
Oxy + se) 


O12 = O21 = fh (= 
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^, и — параметры Ламе, р — плотность среды, ® — частота ко- 
лебаний. Рассмотрим слоисто-неоднородную среду: A, и, р зависят 
только от переменной х, = x. Тогда система (7) имеет решения 
вида и (ти, ть) = ey (x,), где вектор-функция  — решение сис- 
темы 


Av” + (ikB -- А’) ь' + (— PC + ikD + pol)v =0. (8) 


Здесь A, В, С, р — матрицы, зависящие от х, 


а В “od, 
[аж] 2=[м ol: 


Системе (8) отвечает пучок 
L (a, р) = Ар? + (В + A’) p — PC + ikD + pol, 


собственные значения которого равны 


ра) = — pln 1 wy Е му 
® 


1 : 4 ; 2 
Pale) = — (np) V+ np’ — 2 


Рассмотрим два варианта. 
3.1. Частота ® не зависит от k. В этом случае 
корни пучка асимптотически кратные: 


Pia) = +В — По + wy +O), 
Poult) =k — (пы) + Oe), 


Этот случай аналогичен рассмотренному в гл. II, $ 8, o. 2, A. 
Главный член асимитотики не находится в квадратурах — он 
выражается через решения дифференциального уравнения второ- 
го порядка 


1" 


lw = (uw)” + pu’ + 2% [ (pw) 0. (10) 


A+ 


Пусть Г — конечный отрезок, A (2), в (2), р (2) = C~ (1). By- 
дем искать ФАР системы (8) в виде 


вебе [m@+the+...] ; 
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тогда для вектор-функций {о (2), } (2), ... получим рекуррентную 
систему уравнений 


(4+B—C)f, =0, 
(A + B—C)f, = — (2A + B) fo — (A’ + D) fos (14) 
(A + B— C) fj = — (24 + В) fia — (А’- D) Fir 

— Ар + ро, 7 =2,3,..., 


A+B—C=(\-+p) = | ь 


Все решения первого из уравнений (11) имеют вид fy (2) = 
= №, (x) (1, i)", где wo (2) — произвольная функция. Матрица 
А + В — С вырождена; тем не менее второе из уравнений (11) 
разрешимо для любой функции и» (x) и все решения этого урав- 
нения имеют вид 


пеш |+. Е 
: eas al REM L(A -b Bp) м (2) + Зи (=) * 


где WwW, (2) — произвольная функция. Функция ws (x) остается 
неопределенной и определяется только из условия разрешимости 
третьего из уравнений (11). Это условие таково: функция и» (2) 
Удовлетворяет уравнению (10). Окончательно для ФАР системы 
(9) получаем выражение 


; Wo (x) pw (2) + Ap wa (2) ane | 
v* (x, k) = e** 


i (2) +g be 4 +... 
ИЕ Аню (ее) 
а} (2) = (A+ 3p) 5a д; — (АВ ти) — 
—_ аз + L(A + 2p) и -+ оо, ]=1,2,..., 
a, (т) 


где Yn == Wn (2) + im +e)’ п = 1, 2, а = ay) = 0, w; (2) pe- 
шение неоднородного уравнения 


’ ана \’ a aa porta, 
[Вы — a5] — 20 ( cit.) i= [x (x) | py eo 
а (13) 
Это уравнение имеет вид lw; = 49; (№, ил, ..., Wj), где 1 — 
оператор из (10). 

Формула (12) определяет два линейно независимых ФАР 
и (x, h), vi (т, h) системы (8). Именно, пусть #1, Wy, — OCP 
уравнения (10) и ш; — произвольное частное решение уравнения 
(13). Полагая Wy = Wo; В формуле (12), получим ФАР vi, } = 


= 1,2. 
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Система (8) umeer также ФАР вида 


| ит (2) — 1 ил (2) = из (a) +.. 
(в) =e » (14) 
— iw (x) ton et tee 
4, (2) 
где dn = a (2) + aT 
Пусть выполнено условие 
^ (2) 20, в (2) 520, A (2) -+ 24 (x) 4 0, 
№ (x) w (2) — 0 (2) p’ (2) 520, «Е Г. 


4,2. 


Тогда система (8) имеет ФСР {uj (x, №), в (x, К), vi (2, №), 
vy (х, №} и для этих решений справедливы АР (12), (14) при 
Вей > 0, [4 |-> 00, равномерные по x & J. 

Замечание. Если р (2) = const, то setae (11) ин- 
тегрируетсея — одно из решений есть Wy (1) == 

Е ие RA > 0. В этом 
случае ФАР системы (8) будем искать в виде 


v(x, К) =ехр {ix p @ ar} | 20 (2) + а) +. “| я 


Тогда для определения функции р (2) и вектор-функций е (x), 
e, (x), ... получим рекуррентную систему уравнений. Первые 
два уравнения имеют вид 

L (2, р) & = 0, 

L (x, p) ey = i (2pAe, + р’Аез + Ве + рА’ео + Dey), 

Г (a, р) = A (x) p? + B (x) p+ C (x) — p (a) 011. 

Характеристическое уравнение имеет вид det Г, (x, р) = 0, и ero 
корни равны 


р 65? 2 4 
Pe=—it+ и’ P3,4 14755. (15) 
Собственные вокторы пучка L (x, р) равны 
р = (4, рт, №№ = (1, —p), 


где p(x) — один из корней характеристического уравнения. 
Условие разрешимости второго из уравнений таково: 


её (2pAe, + p'Aey + Bey + рА’е, + Deo) = 0. 


Полагая в этом тождестве ey (2) = а (2) f (1), находим 


с 


"Ут 
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Система (8) имеет ФАР вида 


в; (х, К) = 


SS, (ай, — p; (2))T “Yj 

Ув exp{th | Vesa ps (2)? FOU), j= 4, 2 

в; (2, К) = 
Е 2 (2) 
№ (2) 2; (2) 


(16) 


ехр [=* \ ИР; (6) ai} 1, — p;(a))? + ОУ, 
j=3, 4. 


Пусть A (2) > 0, в (2) > 0, p (2) > Onpuz © Ги выполнено одно 
из условий 


р (2) * < в (2), р (2) > ^ (2) +2 (1), rel, 


Тогда система (8) не имеет точек поворота при 5 & Ги существует 
ФСР {v,, vg, Vs, Uy}, для которой при К -> -|- co справедливы AP 
вида (16), равномерные по хе=Г. ' 
Асимптотика решений системы 
(8) с точками поворота иселе- 
дована в работе [36]. 
4. Система Штюккельберга с | | я 
| 


точками поворота. Система (1) 
возникает при исследовании 
неупругих столкновений двух 
атомов [104] с массами M,, М. 
и рассматривается на полуоси 
0 < г < хо, гдег — расстояние между атомами. Ее коэффициен- 


ты имеют вид 
j= [e —V5(7)] 2m — 


Рис, 26. 


MMs 


APL (1--1 
eer a= ту 12 (г), M= ym, 


тде = > 0, V; (г) — энергетические термы электронных состояний, 
Vy. (г) — матричный элемент взаимодействия электронных с0- 


стояний, 
У, (оо) = 0, Т, (с) = Ae, 0< Ав в, У», (с) = 0. 
Граничные условия таковы: 
и; (0) =0, uy (0) =0, te (г) = пей" + 0 (1), 


и: (г) = ей" — ей + о (1), г- oo, 
ees a Wig ies ; 


Пусть функции УТ, (г), У, (г) имеют вид, изображенный Ha рис. 26; 
тогда система (1) имеет две вещественные точки поворота г, < га, 
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ф; (г;) = 0. Если функция V,, (г) мала и’коэффициенты системы 
(1) голоморфны в окрестности полуоси г > 0, то имеются две близ- 
кие к точке То комплексные точки поворота. Формулы связи в 
этом случае получены в [104] и впоследствии многократно исполь- 
зовались без какого-либо их анализа. Строгое математическое 
обоснование этих формул отсутствует. Ниже изложены методы, 
позволяющие получить некоторые из формул связи. * 

Пусть Г = [а, 8], функции ф, (2), G2 (2), & (2) голоморфны в 
области U комплексной плоскости 2, содержащей Г, и 


1 (2) + Ф, (2) > 0, 46, (2) Gs (2) > а? (2, а(2)>0, cel. 


Тогда p, (2) > р» (x) > 0 при x ЕЕ Ги система (1) не имеет вещест- 
венных точек поворота. Выберем ветви корней Ур! (1), УР» (2), 
VD (a) положительными при д = Г. Пусть существует единствен- 


ная точка z% ЕТ, а< 1, <, такая, что Ф, (25) = Py (20), и 
пусть 


Фи (20) F Фа (20), 1 (2) > a), TET, (17) 
a (=) = 6% (2), 6>0, 


где 6 — малый параметр, не зависящий от hk. При 6 = 0 точка 
хо является точкой поворота системы (1), при малых 5 > 0 имеют- 
ся две близкие комплексные точки поворота Zp, Zo, 


9$ (xo) 
8) = 9 0459). 
= ee 


Пусть => 0 geninaponae® и не зависит от h, 5; тогда система 
(1) имеет ФСР {иЁ, ut}, для которой = (4) справедливо при 
й —0, а зщ в, и PCP Be: =}, для которой АР (4) 
справедливо при #й — 0, 2 + 2< < >. Вблизи точки 5, AP (4), 
вообще говоря, непригодно. ребро выразить одну из этих 
ФСР через другую. Это можно сделать, выяснив области примени- 
мости АР (4) для различных решений. Данная задача аналогична 
рассмотренной в гл. III, $ 8, п. 7. 

4.1. Решение uj- Пусть 5>0 фиксировано. Точка 20 
является наложением двух простых точек поворота, так как 
Px (20) = Pe (20) 5- 0. Из точки zy выходят cas ЛСД, &, ls, кото- 
рые определяются уравнением 


Im | (Ур — Ура =0 


из точки #, выходят JIC Й, Ё, #. 
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При малых |2 — 25 | имеем 
— — | 2VD@,. 
V bi @) — V Pe @) == ee 
Voe@+tVI@)+V9@)—VIG@) 
Bice (10) (Dy (10) — Py (20) -———— 
a eal Vi—%, (18) 


~ 


так что одна из ЛС (обозначим ee 1.) касается мнимой оси в точке 
Zo, Im z >> Im zg upu z & [. Обозначим I, ту из ЛС, на | которой 
Rez < Re zy. Кроме того, существует линия 1, соединяющая точ- 
ки 20, 2, [ = *, na которой 


2 
Ве (Vai) —V Pa) &=0. 

% 
Локально ЛС устроены так же, как и для уравнения h*w" 
+В (1) ш =0. 

Найдем 41-допустимую область Di ($ 4): для каждой точки 

z & Dj существуют канонические пути yy, 1 < 4, соединяю- 
щие точки 2, и 2. Путь y,, произволен, функции 


- ра 
Re|i| (УР — УР, Re[—i\ Ура, 
ig 


re[—i\ (УР + УР) at] 


zu 


не возрастают при движении € вдоль канонического пути yy, 
от точки 24, К ТОЧКЕ 2. 

Пусть D — прямоугольник a, < Rez < by, | а 2| < с, co- 
держащий. отрезок J и точки 25, Zo, с > 0 достаточно мало, так 
что коэффициенты системы (1) голоморфны BD, и положим’ Dy = 
=D\ (1 0 ®. Выберем числа a,, 6, близкими ка, 6 и поло- 
ЖИМ 21. = а, + ic. Тогда для любой точки z Е= D, существует ка- 
нонический путь 12, соединяющий точки 21, 2 и лежащий в Дб, 
(гл. ПТ, $ 8, п. 8). 

Построим канонический путь y,3 (2). Так как р! (2) > 0 при 
x2 =Iun6> 0 мало, то линии уровия Ве 5, (2) = const, лежащие 
BD и не проходящие через точки 23, Zo, являются гладкими кривы- 
ми, близкими к отрезкам Rez = const. Функция —iS, (0, 2) 
взаимно однозначно отображают область D на область U в комп- 
лексной плоскости &, близкую к прямоугольнику П `еосями, 
параллельными осям координат, с двумя разрезами L,, 1%. Здесь 
L;, [1 — образы разрезов ly, I, которые мало отличаются соот- 
ветственио от отрезков Im 5 == const, Re 5. = const. Положим 
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213 = 21, А = —iS, (0, 213). Если удалить из области U точки, 
в которых Ве 5, < Ве А, и, возможно, правую полуокрестность 
разреза L,, то любую точку 2 из прообраза D, этой области можно 
соединить с точкой 23 каноническим путем физ (2). Точно так же 
строятся канонические пути %1. (2) с началом в точке 213. 

Таким образом, существует область Dy (I U 2 U 2), 
в которой справедливо АР (4), и эта область мало отличается от 
области D,. 

4.2. Решения uj, №, uz. Построим канонические пути 
Yo; (2), 7 =1, 3, 4, вдоль которых функции 

+ 


|4 5 


Reli \ (ИР @ — 2:0) 4], Ret—i \ (Ури + Ур) atl, 


Ут] 


не возрастают. Пусть D — та же область, что и в п. 4.1, D, = 
= D\ (1, U i). Те же рассуждения, что и вн. 2.1, показыва- 
ют, что АР (4) для решения uy справедливо в области 0% > 
> (Ши), которая мало отличается от области Положим 


uz (2, №) = ui (2,1), we (2, №) == и (2,1); 
тогда АР решений ил, ug справедливы соответственно в областях 
(21)*, (D})*. В частности, АР всех решений и. справедливы 
на отрезке [а, zy — =]. 

4.3. Решения 5}. Пусть — та же область, women. 4.1, 
BD=D\(,U &), & = 0, + ic. Тогда для любой точки 2 <= 
еб существует канонический путь y,. (2) с началом в точке 2, 
вдоль которого функция Re [i (5. (0, 2) —5, (0, z))] не возрастает. 
Также, как и ви. 4.1, доказывается, что AP (4) для решения vp 
пригодно в области Di, которая мало отличается от обла- 
сти D,. Пусть D,; = D \ (60 Ui); тогда АР (4) для решения 
vi пригодно в области 0$, близкой к области D,. Положим 


я (2, h) = и (вп, va (2, h) = vy (z, kh). 
4.4. Формулы связи. Имеем 


Ве [| —# 


ем 


y 


vj = Ай + Азиз + Ajyuz + Азиз, (19) 
vy = Вил + Взиз + Bry + Виз, 

где АХ, BF зависят только от h. В силу выбора решений 
vp = Ат + Аш + Айа + Agua, (20) 


vg = Ваш} + Вы + Biuz + Bhuj. 
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Требуется найти асимптотику коэффициентов Aj, BF при h—0, 
0<6 <8, где 8, > 0 достаточно мало, но ne зависит от №. 

Из пи. 4.1 — 4.3 следует, что АР вида (4) для решений vj, 
и, пригодно в точках, лежащих в области, ограниченной ЛС 
1, 6. Фиксируем такую точку Z и положим 2 в тождествах 


vf = Aful Ар Ари + Aue, 


а d ; (21) 
et =e (Аш + А, и + Azur -- Азиз); 
тогда A; = Aj/A, где А — определитель системы, Ат — опре- 


делитель, полученный из А заменой третьего столбца на столбец, 
(я, &1)’)Т. Ветви всех корней, входящих в формулы (4), положи- 
тельны при 2 Е Г, и все значения этих ветвей в точке & для ре- 


шений ut получены аналитическим продолжением вдоль отрезка 


1 = [xo, 2]. Поэтому А == 16 + О (h). 
Ветви корней, входящих в формулу (4) для АР решения vj, 
получены аналитическим продолжением вдоль пути y., который 


соединяет точки ху, 2 и проходит справа от точки поворота. Так 
как 6 >> 0 mano, то 


Im УР @)42>0, j=1,2, 


va 
Im{ Ур 4: >0, 
ys 


(22) 


sy 
так что решения Vy, uy, us экспоненциально убывают, решения 
Uj, Uz экспоненциально возрастают в точке 2, 


A — окр tr (J уве + | У 40 1) 


и потому 


Ар-=0(е), ED>0, Е= А УФО &+0(8). — (23) 
0 


Точно так же получаем, что Ag = О (е-""). 
Далее, в силу выбора ветвей корней имеем 


\ Уре) 4— Vn@dz—A, ImA<o, 

ve vt 
так что Af =O (e%/"), Правая часть этой формулы экспонен- 
циально возрастает при № -> 0, и потому асимптотика коэффи- 
циента А{остается неопределенной. Найдем асимптотику A; 
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+ 
= Aj/A, где определитель Аз отличается от определителя 
A заменой втрого столбца столбцом (из, (из)’)Т. Сделаем`раз- 
рез вдоль отрезка [, проходящего через точки 2,,2, до границы 
облаети D. Тогда ветви функции YD (2) на берегах разреза раз- 


личаются множителем —1, так что р, (2) |1, = р. (2) |, где by» 
_— правый и левый берега разреза. Поэтому 


{Ури - (Уре -=\(Ур® Ури, Imn>0, 


где интегралы берутся но путям 11, \. и 
(Е) = еймтия (2, в) М + О (AI. 
Отсюда находим : 
Ag = eh +0]. . (24) 
Таким образом, коэффициенты Ay, 4; экспоненциально Ma- 
лы, асимптотика коэффициента Az дается формулой (24) и коэф- 


фициент A} остается неопределенным. Аналогично доказывается, 
что 


В = ет ИНО (В, Bre =O (eV), 
коэффициент By остается неопределенным. Информацию о коэф- 


фициентах АТ, By можно получить из тождества: если и, и — 
решения системы (1), то 


vTy’ — uTv' = const. 
В частности, справедлива формула 


J AT]? (1 + e,) + | AZ]? (4 + в) + 2, Im (41А3) = 1 + а, 
: 2; = O (h), 


и аналогичное тождество справедливо для коэффициентов By, By. 
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